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本 书 是 根据 我 们 在 1982 年 编写 的 < 解 术 几何 >( 江 苏 师范 学 院 
数学 系 《 解 析 几 何 » 编 写 组 编 , 高 等 教育 出 版 社 出 版 ) 修改 而 成 的 ， 
它 让 过 用 范 国治 更 广 泛 ， 它 不 仅 可 作为 师范 院 校 数学 专业 本 科 的 
教材 ， 也 可 供 师 范 专科 学 校 、 教 育 学 院 、 函 搞 师 范 大 学 等 选 作 教材 
或 参考 书 . 

修改 本 保持 了 原 书 的 结构 , 与 原 书 基本 一 致 。 它 对 原 书 的 难 
点 部 分 ， 难 总 镁 大 的 习题 作 了 适当 的 处 理 ， 并 且 精 简 了 一 些 内 容 
(例如 极 坐 标 , 欧 拉 角 等 ), 增 加 了 -- 些 例题 。 修 改 本 把 原 教材 的 从 
水 变换 这 一 和 苇 且 有 关内 容 安 播 在 二 次 盟 线 与 二 次 曲面 的 一 般 理 论 
中 , 不 再 另 立 一 过 ， 

修改 本 每 章 末 增加 了 “结束 语 ”，, 它 既 是 该 章 的 小 结 , 又 能 帮助 
读者 进一步 理解 与 认识 该 章 的 主 芝 精神 以 及 教材 的 处 理 手 法 ， 也 
可 扩大 读者 的 视野 ， 但 是 初 读者 可 以 暂时 不 谈 。 修改 本 的 书 末 增 
加 了 “习题 答案 、 提 示 与 解答 ”， 其 中 个 别 习 题 的 解答 ,可 以 把 它 看 
作 本 书 例题 的 补充 ,但 是 由 于 一 题 往往 有 多 种 解法 , 因此 希望 读者 
不 要 受 这 些 提 示 与 解答 的 束缚 , 独立 思考 , 这 部 分 内 容 仅 供 读者 参 
考 . 

书 中 带 有 * 号 的 章节 , 各 校 可 根据 实际 情况 进行 取 会 

限于 编者 的 水 平 ， 难 和 免 有 不 受 与 错误 ， 欢 迎 广 大 恋 者 批评 指 
正 ， 


吾 林 根 许 子 道 
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第 一 章 和 天 量 与 坐标 


解析 几何 的 基本 思想 是 用 代数 的 方法 来 癸 究 几何 ， 为 了 把 代 
数 运 算 引 到 几何 中 来 ， 最 根本 的 做 法 就 是 设法 把 空间 的 几何 结构 
有 系统 的 代数 化 , 数量 化 .因此 在 这 里 我 们 首先 在 空间 引进 矢量 
以 及 它 的 运 并 ,并 且 通 过 天 量 来 建立 华 标 系 , 这 是 本 章 要 讨论 的 主 
要 课题 , 它 也 是 解析 几何 的 基础 利用 矢量 , 有 时 可 使 得 菜 些 几何 
问题 更 简捷 地 得 到 解决 ， 矢 量 在 其 他 一 些 学 科 , 例 旭 力学 , 物理 党 
和 -上 上 称 技 术 中 也 是 解决 问题 的 有 力 鞋 具 . 


SI.1 和 天 量 的 概念 
在 力学 、 物 理学 以 及 日 常生 活 中 , 我 们 经 常 遇 到 许多 的 量 , 例 
如 象 温 度 . 时 间 、 质 量 、 密 度 、 功 长度、 面积 与 体积 等 ， 这 些 量 在 规 
定 的 单位 下 ,都 可 以 出 一 个 数 来 完全 确定 ,这 种 只 有 大 小 的 量 叫 做 
数量 .另外 还 有 一 些 比较 复杂 的 量 , 例如 象 位 移 、 力 、 速 度 、 加 速度 
等 ,它们 不 但 有 大 小 , 而 且 还 有 方向 ,这 种 量 就 是 矢量 . 
定义 1.1.1 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫 做 入 量 , 或 称 向 量 , 简 


称 拓 ， 六 
我 们 用 有 阿 线 段 来 表示 py 

矢量 ， 有 向 线段 的 始点 与 终 。 了 

点 分 别 叫 做 矢量 的 始点 与 终 一 一 

点 ， 有 向 线段 的 方向 表示 矢 6 

量 的 方向 ， 而 有 向 线段 的 长 一 

度 代 表 矢 量 的 大 小 。 始 点 是 人 


4 ,终点 是 了 的 欠 量 记 作 4 有 时 月 @ 六  … 或 用 黑体 字母 
|] 1 学 


Q, b,x,… 来 记 矢 量 ( 图 1-1). 

矢量 的 大 小 叫做 矢 最 的 模 ， 也 称 矢 量 的 长 度 ， 矢量 4B 与 a 
的 模 分 别 记 做 |4B| 与 |a|. 

模 等 于 工 的 矢量 叫做 单位 矢量 ， 与 矢量 a 具有 同一 方向 的 单 
位 矢量 叫做 入 量 @ 的 单位 矢量 ,常用 来 表示 ， 

模 等 于 0 的 矢量 叫做 索 矢 量 , 记 做 09, 它 是 起 点 与 终点 重合 的 
矢量 , 零 欠 量 的 方向 不 定 ， 不 是 零 矢 量 的 矢量 叫做 非 替 入 量 ， 

由 于 在 几何 中 ,我们 把 矢量 看 成 是 一 个 有 向 线段 ,因此 象 对 竺 
线段 一 样 ， 下 面 说 到 矢量 @ 与 5 相互 平行 ， 意 思 就 是 它们 所 在 的 
直线 可 平和 并 记 做 @y 4b, 类似 地 我 们 可 以 说 一 个 矢量 与 一 条 

线 或 一 个 平面 平行 等 . 

定义 工 .2 如果 两 个 和 尔 量 的 和 尖 棚 等 且 方 向 相同 ， 那么 叫做 
相等 矢量 , 所 有 的 零 和 欠 量 都 让 等 . 矢量 @ 与 5 相等 , 记 做 a=b. 

根据 定义 1.1.2, 对 于 不 在 一 直线 上 的 两 个 相等 的 非 零 炙 量 
48 与 4'B', 如 果 用 两 线段 分 别 连结 它们 的 一 对 起 点 4 与 4 一 
对 终点 昌 与 B', 那么 显然 得 到 p1 
一 个 平行 四 边 形 4BB'4' (图 
1-2); 肥 过 来 , 如 果 用 这 种 作 图 
法 从 两 个 矢量 得 到 一 个 平行 四 
边 形 时 ,那么 这 两 矢量 就 相等 

两 个 矢量 是 否 相 等 与 它们 
的 始点 无 关 ， 只 由 它们 的 摸 和 2 
方向 决定 , 我们 以 后 运用 的 下 是 这 种 始点 可 以 任意 选取 ,而 只 由 模 
和 方向 决定 的 矢量 ,这样 的 矢量 通常 叫做 自由 和 关 量 ， 也 就 是 说 . 自 
由 矢量 可 以 任意 平行 移动 ,移动 后 的 矢量 仍然 代表 原来 的 矢量 .在 
自由 矢量 的 意义 下 ,相等 的 矢量 都 看 作 是 同一 的 自由 矢量 ， 由 于 
自由 矢量 始点 的 任意 性 ， 接 党 要 焉 们 可 以 选取 某 一 点 作为 所 研究 
。2。 


.is 
“=. J 
~ 


的 一 些 矢 量 的 公共 始点 ,在 这 种 场合 , 我 们 就 说 , 把 那些 矢量 归结 
到 共同 的 始 据 . 

必须 注意 ;由 于 矢量 不 仅 有 大 小 , 而 且 还 有 方向 ,因此 , 模 相 等 
的 两 个 矢量 不 一 定 相 等 , 因为 它们 的 方 回 可 能 不 同 . 

定义 1.1.3 两 个 模 相 等 , 方 则 相反 的 和 天 量 叫 做 互 为 反 关 量 ， 
矢量 @ 的 反 矢 量 记 做 一 a. 

显然 , 矢量 4B 与 BA 互 为 反 矢 量 ， 也 就 是 B4= -43， 或 
AB- BA. | 

”如 果 把 彼此 平行 的 一 组 矢量 归结 到 共 辣 的 始点 ， 这 组 矢量 一 
定 在 同一 条 直线 上 ; 间 样 ,如果 把 平行 于 同一 平面 的 一 组 矢量 归结 
到 共同 的 始 氮 , 这 组 天 量 一 定 在 同一 个 平面 上 . 

定义 1.1.4 平行 于 同一 直线 的 一 组 矢量 叫做 共 线 矢量， 等 
矢量 注 任 何 共 线 的 矢量 组 共 线 . 

定义 1.1.5 平行 于 同一 平面 的 一 组 矢量 , 叫做 共 面 矢量 , 零 
和 失 量 与 任何 共和 面 的 矢量 组 共 闸 ， 

显然 ,一 组 共 线 天 量 一 定 是 共 面 天 量 , 三 矢量 中 如 果 有 两 矢量 
吓 南 浅 的 ,这 三 天 量 一 定 也 是 共 面 的 . 


习 题 

I. 下列 情 形 中 和 天 量 的 终点 各 构成 什么 图 形 ? 

(1) 把 室 间 中 一 切 单位 天 量 归 结 到 其 同 的 始点 

(2) 到 平行 于 菜 -一平 曾 的 一 切 单位 矢量 归结 到 共同 的 始点 

(3) 把 平行 于 某 一 直线 的 一 切 天 量 归 结 到 共同 的 始点 ; 

(4) 把 平行 平 某 一 直线 的 一 切 单位 矢量 归结 到 共同 的 始点 . 

2. 设 点 0 是 正六 边 形 4BCDEF 的 中 心 ， 在 矢量 04、08、00、0D、 
OB OW、AB、BG.GD、.DE、BFK 和 XA 中 , 哪些 矢量 是 相等 的 9 

3， 设 在 平面 上 给 了 一 个 四 边 形 480D, 点 下、L、MM、N 分 别 是 边 4B、 
BO,GD、D4 的 中 点 ,求证 ， 下 4=W 政 ， 当 4B0D 是 空间 四 边 形 时 ， 这 等 式 


。 3 ，。 


是 否 也 成 立 ? 
4. 设 4BOD-BFGH 是 一 个 平行 六 面 休 , 在 下 列 各 对 矢量 中 , 找 出 相等 
的 天 量 和 互 为 反 天 量 的 天 量 : 四 
(1) AB.CD:;: (2) 4 了 BOG，(3) AG.、 BEG: (4) AD. GF; (5) BE.、 
OH. : 


H 


4 万 pt 
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5. 设 A4BC 和 A4B0G' 分 别 是 三 棱 台 4PFO-4'B'IO' 的 上 、 下 底面 ， 


共 面 天 量 ， 


$1.2 矢量 的 加 法 
物理 学 中 的 力 与 位 移 都 是 矢量 ， 作 用 于 一 点 的 两 个 不 共 线 的 
力 的 合力 , 可 以 用 “平行 四 边 形 法 则 ” 求 出 。 如 图 1-3 中 的 两 个 力 
04, 0B 的 合力 ,就 是 以 O04，08 为 邻 边 的 平行 四 边 形 O4OB 的 
对 角 线 矢 量 0C ， 两 个 位 移 的 合成 可 以 用 “三 角形 法 则 ? 求 出 ， 郁 


图 1-4 连续 两 次 位 移 04 与 4 的 结果 ,相当 于 位 移 0B. 

在 自由 矢量 的 意义 下 ， 两 矢量 合成 的 平行 四 边 形 法 则 可 归结 
为 三 角形 法 则 ， 如 图 -3， 只 要 平移 矢量 0B 到 4C 的 位 置 就 行 
了 . 

定义 1.8.1 设 已 知 矢 量 a、5， 以 空间 任意 一 点 0 为 始点 接 
连作 矢量 04 ga，4 户 ~6 得 一 折线 04B， 从 折线 的 端点 0 到 另 
一 端点 B 的 矢量 0OB= ec, 叫做 两 矢量 a 与 5 的 和 , 记 做 c=a+b. 
由 两 和 拓 量 @ 与 5 求 它们 的 和 @+6 的 运算 叫做 入 量 加 法 。 

根据 定义 1.2.1 由 图 1-4 我 们 有 

O04A+AB~= OB (1.2-1) 

这 种 求 两 个 矢量 和 的 方法 出 做 三 角形 法 则 ， 由 此 再 根据 图 
1-3 与 定义 1.1.2 可 得 . 

定理 1.8.1 如 果 把 两 个 矢量 04、0B 为 邻 边 组 成 一 个 平行 
四 边 形 040B, 那么 对 角 线 矢量 0C 一 04+0B. 

这 种 求 两 个 矢量 和 的 方法 叫做 平行 四 边 形 法 则 ， 

如 果 两 矢量 @ 与 5 共 线 , 那么 它们 的 和 矢量 +65 根 据 定义 
1.2.1 读 者 自己 容易 求 得 , 特别 地 有 


d+0=a, at+(—a)=0 
定理 .2.2% 失明 的 加 法 满足 下 击 的 运算 规律 ， 
1) 交换 律 
otb=b-+a; : (1 .2-2) 
2) 结合 律 
(a-+b)+cec=a+(b+ce). (1.2-3) 


证 ” 先 汪 交换 律 。 对 于 两 矢量 a, 6 不 共 线 的 情形 , 由 图 1-5 
可 知 
a+b=04+ AG=00, 
b+a=0B+B0O=00, 


O a A 0O (atb)+tc=at(b+e) C 
“图 1-5 图 1-6 
所 以 at+b=0+a. 


对 于 两 矢量 9、b 共 线 的 情形 , 留 给 谈 者 日 行 证 明 . 
再 证 结合 律 ， 自 空间 任意 点 0 开始 依次 引 04=a，48B=b， 
BO0=c( 图 1-6), 根据 矢量 加 法 定义 有 
(a+b)-+c= (OA+ AB) + BC =0B + BO= 00, 
arbtrce)-04+(AB 4 BO)=04+AC0= O00, 
所 (a--b) -te=at+ (b+te). 
由 于 矢量 的 加 法 满足 交换 律 与 结合 律 ,所 以 三 和 拓 晤 a, 8,c 相 
加 ,不 论 它 们 的 先后 顺序 与 结合 顺序 如 何 ， 它 们 的 和 总 是 相同 的 ， 
因此 可 简单 地 写成 | 
atotc. 
推广 到 任意 有 限 个 矢量 
Qi， Qs,，…, qs 的 和 ,就 
可 以 记 做 
CE a+ + 
有 限 个 秋 量 Cu Ga， 
…， Gr 相 加 的 作 图 法 ， 
可 以 由 矢量 的 三 角形 求 Oaite:t"+as 
和 法 则 推广 如 下 ， 自 任 人 
意 点 O 开始 ,依次 引 04 一 au 44 一 co 44 一 gw 由 此 


An 
+4 


。6 。 


得 一 折线 04142…4,( 图 1-7), 于 是 矢量 04, ~@ 就 是 个 矢量 
; Qa, **') a, 的 和 | 


代 一 人 1] 十 人 2 十 … 十 人 让， 


《1 


即 
O04,=O0A1+Aids + + 4, 1d,. (1.2-4) 
特别 地 当 4, 与 0O 重合 时 , 它们 的 和 为 零 矢 量 0. 
这 种 求 和 的 方法 叫做 多 边 形 法 则 ， 
定义 1.2.2 当 矢 量 与 矢量 c 的 和 等 于 矢量 a, 即 +c= 
a 时 ,我 们 把 矢量 c 叫做 矢量 a 与 忌 的 兰 ， 并 记 做 ec 一 @ 一 22， 由 
两 失 量 @ 与 6 求 它们 的 差 a 一 b 的 运算 叫做 和 关 量 减法 。 
根据 矢量 加 法 的 三 角形 法 则 , 总 有 
OB+BA=04, 
所 以 由 定义 1.2.2 得 
BA=04 -0B. (1.2-5) 
由 此 得 到 矢量 减法 的 几何 作 图 法 ， 自 空间 任意 点 0 引 舌 量 
04 一 a, 0 有 -0 那么 矢量 B84 一 a 一 b( 岁 1-8). 如 果 以 04, 0B 
为 一 对 邻 边 构 成 平行 四 边 形 O40B， 那 么 显然 它 的 一 条 对 角 线 矢 
量 0C =a+b, 而 另 一 条 对 角 线 矢量 B4 一 a 一 6b( 图 1-9). 


‘OO 
~ 
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图 1-8 图 1-9 
利用 反 矢 量 , 可 以 把 矢量 的 减法 运算 变 为 加 法 和 运算. 
因为 如 果 ec 一 -58 ， 即 8 上 ce 一， 在 等 式 两 边 各 加 吕 的 反 和 天 

ee 7 。 


量 -6b, 利用 3 十 (一 加 一 0, 便 得 c=a+(- 吕 ,因此 
a-60—a+(—b). (1.2-6) 
这 表明 求 @ 与 6 之 其 可 以 变 为 求 @ 与 6 的 反 矢 量 -6 之 和 . 
又 因为 一 8 的 上 友 矢 量 就 是 2, 因此 又 可 得 
a—(—0)=a+6b,. (4.2-7) 
从 矢量 减法 的 这 个 性 质 , 可 以 得 出 矢量 等 式 的 移 项 法 则 ; 在 矢 
量 等 式 中 , 将 某 - 一 矢量 从 等 号 的 一 端 移 到 另 一 端 , 只 需 改 变 它 的 符 
号 ， 例 如 将 等 式 @g+O+c=& 中 的 c 移 到 另 一 端 , 那么 有 w+AoO= . 
qd-c. 这 是 因为 从 等 式 g&+B+c= 坟 两 边 减 去 c, 即 加 上 一 c， 而 
cC 二 (一 C) 一 0 的 缘故 . 
我 们 还 要 指出 , 对 于 任何 的 两 矢量 @ 与 六 有 下 列 不 等 式 
z la+bl<ilal+|b|. 
这 个 不 等 式 还 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 矢量 的 情况 ; 
lait ost ta | 委 |ai 二 aa 十 … 十 |cv|. 
例 工 设 巨 不 共 线 的 二 矢量 4, 8 与 ce， 试 证 明 顺 次 将 它们 的 
终点 与 娘 点 相连 而 成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 是 它们 的 和 是 零 舌 
量 . c 
证 必要 性 设 三 矢量 @， 
b,c 可 以 构成 三 角形 4BC, 即 有 。 
4 万 一 cg， BO=b, UA=c 
(图 1~10), 那么 
AB+BU +04-4A—0, 
印 atbtc=0. 
充分 性 设 a-bi+c=0, 作 4B8-qa, BO=b, 那么 AO= 
a+b, 所 以 A4C+c=0, 从 而 c 是 40 的 反 矢 量 ， 岂 此 c=~04 ,所 
以 a, 6, c 可 构成 一 个 三 角形 4B0,， 
。 8 。 


图 1-10 


例 3 加 光 1-11, 在 平行 六 闸 体 480D-41BJO01Di 中 ,43= 
ut, AD=b, AAi=€, 试 本 


用 a, b,c 来 表示 对 角 线 2 
矢量 AC1，410. 
解 ”1) 
AO= AB + BO- CO 
~ AB+AD+ Ad., / 
-Qt+b+e; 8 C 
o\ 图 ”1~i1 


AO~-AATAPIBC= AN AB4+AD 
一 一 C 十 CT 一 CD 一 C， 
或 者 Ai10=40 -Ad= (AB+AD) AN 
—a+b-c. 
例 8 用 矢量 方法 证 
明 ， 对 角 线 互相 平分 的 四 
边 形 是 平行 四 边 形 . 
证 ” 设 四 边 形 4BCD 
的 对 角 线 .40C、BD 交 于 0 
扩 且 互相 平分 (图 1-12)， 


1~-19 


闸 可 以 看 出 ， 
AB~AO +0B=0B -+ A0= B0400 -DO, 
因此 ,4BYDO, 且 |48B| 一 1D0|， 即 四边形 4BCD 为 平行 四 边 


形 . 


81.3 数量 乘 矢量 


我 们 知道 ,位 移 、 力 、 姜 谋 与 加 速度 等 前 是 矢量 ,而 时 间 . 质量 
等 都 是 数量 , 这 些 矢 量 与 数量 间 常 常会 发 生 基 坚 结 合 的 关系 ,如 我 
。9 。 


们 熟知 的 公式 


f=ma, 


这 里 了 表示 力 ,@ 表示 加 速度 ,m 表示 质量 .再 如 公式 
8 一 2 


这 里 8 表示 位 移 ,2 表示 速度 ,t 表示 时 间 ， 

在 矢量 的 加 法 中 ， 我 们 也 已 看 到 , "个 矢量 相 加 仍然 是 天 量 ， 
特别 是 ”个 相同 的 非 零 矢 量 a 相 加 的 情形 ， 显 然 这 时 的 和 矢量 的 
模 为 | 的 % 倘 ， 方 向 与 @ 相同 ，n 个 @ 相 加 的 和 常 记 做 na 或 
dn 

定义 1.3.1 实数 和 与 矢量 @ 的 乘积 是 一 个 矢量 ， 记 做 Xea， 
它 的 模 是 je | 一 |X| iel; Xa 的 方向 , 当 和 >0 时 与 @ 相 同 , 当 和 < 
0 时 与 世相 反 。 我 们 把 这 种 运算 叫做 数量 与 和 关 量 的 来 法 ， 简 称 为 
数 来 , 

从 这 个 定义 我 们 立刻 知道 ， 当 和 =0 或 a=0 时 ,|ha|=|X|. 
lg|=0, 所 以 X40, 这 时 就 不 必 讨 论 它 的 方向 了 ， 当 %= 一 1 肘 ， 
(一 Da 就 是 a 的 反 矢 量 , 因此 我 们 常常 把 (一 1)a 简写 做 一 a. 

已 知 矢量 @ 和 它 的 单位 矢量 a%, 下 面 的 等 式 显然 成 立 . 


d==|qala?*，、 或 aT (1.3-1) 

由 此 可 知 , 一 个 非 零 和 失 量 乘 以 它 的 模 的 倒数 ,结果 是 一 个 与 它 
同方 向 的 单位 天 量 . 

定理 1.3.1 数量 与 矢量 的 乘法 满足 下 面 的 运算 规律 ; 
1) l.a=a; (1 .38-2) 
2) 结合 律 和 (HG = Nu) ga; (1.3-3) 
3) 第 一 分 配 律 (A+)a = NG -0; (1.3-4) 
4) 第 二 分 配 律 (a+b =\G +0. (1 .83-5) 


这 里 a, 5 为 和 失 量 , %, 人 为 任意 实数 ， 
.10。 


证 1) 根据 定义 1.3.1，(1.3-2) 显 然 成 立 ， 
2) 证 湖 结 合 律 和 JG) 一 (Nw) 成 立 ， 

当 一 0 或 入 , 凡 中 至 少 有 一 为 0 时 ，(1.3-3) 显 然 成 六。 当 
a 人 0, Au*0 时， 矢量 入 Cu) 与 (hu)a 的 模 都 等 于 | :||al， 
从 而 它们 的 模 相 等 ; 而 它们 的 方向 , 当 太 与 几 间 号 时 ， 都 与 @ 的 方 
站 一 致 , 当 和 与 凡 异 号 时 ,都 与 @ 的 方 回 相反 ,因此 矢量 和 NG ) 与 
(CAG 的 方 回 相同 ,所 以 有 

ANG) = Ma. 

3) 证明 第 一 分 配 律 人 十 ARJCE= 一 XAE 十 KG 成 立 ， 

如 果 @ 一 0, 或 入 ,4 及 和 十 凡 中 至 少 有 一 个 为 0， 那么 等 式 显 
然 成 立 ， 尖 此 我 们 只 须 证 明 当 aq 天 0 hw 关 0, 和 十 0 的 情形 ， 


(4A+L)a 


da ka 
图 1-13 
Ci) 如 果 N14>0, 这 时 显然 3 十 8 与 MX TAG 辣 疝 , 且 
tral=ihi+pllal=(%)+ ln ) al 
=|Alalrlngllal=|Aa|+ lpal 
= |At + ua|, 
所 以 (图 1-13) (A+w)a=\a+uda. 

( 江 ) 如 果 人 <0, 不 失 一 般 洗 ,可 设 和 >0, <0,， 再 区 分 和 十 
/>0, 补 和 十 <0 两 种 情形 下 而 只 证 前 一 种 情形 ， 后 一 种 情形 
可 相仿 证 明 , 假定 >0,A<<0, 入 十 凡 >0. 这 时 有 (一 内 (十 由) >>0， 
根据 (i) 有 

| (Wt)att-na=[+tn) + -wa= Ag, 
所 以 (二 HE 一 和 CE- 人 一 几 ) 区 一 和 CE + wd. 


。 11 ， 


4) 证 明 第 二 分 配 律 GT 二 D) 一 XC- -70O 成立， 
如 果 入 =0 或 a, 5 之 中 有 一 个 为 0, 等 式 显 然 成 并 ,因此 ,这 
时 只 须 对 0, 50, 和 0 的 情形 进行 证 明 ， 


(1) 如 果 a, 5 共 线 , 当 ga, 同 向 时 , 取 mm 当 g,b 反 


| 
| 
[ 


问 时， 取 mm 一 一- 这 样 显然 有 a 一 mb， 因 此 根据 (1.3-3) 与 


(1.3-4) 有 
Aa@+b) = mb to) =N[ m+1)) 
= (Nm+Nb= An)b+,b 
一 (Bl) 二 0 一 MXCE 二 0 
( 订 ) 如 果 @, 2 不 共 线 ,那么 如 图 1-14 诉 示 ， 显 然 由 @， 为 
两 边 构 成 的 人 04B 与 由 NG, 6 为 两 边 构 成 的 人 041Bi 相似 , 因 
此 对 应 的 第 三 边 所 成 和 拓 量 满足 


A0B= OB:i, 
但 OB=a:b, OB-\a+b, 
所 以 和 GE 十 2) 一 CE 十 和 0 


从 天 晶 有 风 软 法 与 歼 乘 矢量 的 运算 规律 知 ， 对 于 矢量 也 可 以 象 
实 禾 及 多 项 式 甫 符 去 运 劳 , 例 如 


图 1-14 


9 2 。 


| (CC 一 wd) 十 pof 和 nt usb) 
: 二 《A191 十 Norv») 一 CWIp1 十 wava)b, ; 
例 1 没 4M 是 入 4BC 的 中 线 ,求证 
AM = 3A + A0), 
A = AB+ BY, AM -40O+ OM, 


A 
4 
NM N 
B Cc 
B M C 
图 1-15 1-16 
所 以 2AM~(AB+ AO0\+{ BR+UN), 
但 BM+ COM BM+ MB=0, 
因而 2 AM = AB+ AO, 
即 AN = 5 (AB 上 DO 


例 2 用 矢量 法 证 明 :; 连结 三 角 珍 两 边 中 点 的 线段 平行 于 第 
三 边 呈 等 于 第 三 边 的 一 半 ， 

证 议和 A4BO 二 边 4B,4O 之 中 点 分 别 为 用,N (图 1-16)， 
孝公 


NN- AN -AN A0- 2 
1 I D1 7 
(AC Ab) 了 Bu, 


。]13，。 


所 以 万 了 / 了, IMN|=31B01. 
由 此 例 可 见 ， 用 失 量 运算 可 以 比较 简洁 地 证 明 一 些 几 间 命 
题 . 


> 题 
焉 使 下 列 各 式 成 立 , 天 量 qa, b 应 满足 什么 条 件 ? 
(2) lat+pbpl=|al+ jp|: 


(1) latb|=ia—bl|; 
(4) la-b|l=|laltib!; 


(3) latb|=|al- lebl; 
(5) ia bl=lal- lol. 
2 ， 试 解 下 人 州 半 是: 
化 等 (Zz 一 (at+b)— (r+ (a-b), 

) 已 知 a=ei+2es— eb=3e1-2e:+2e3 求 a+b,a-b 和 Sa 2b; 


< 4 
(3) 人 ys ” 解 出 矢量 2 外 


3， 己 知 四 边 形 4BOD 中 ， AB=a—2c, OD=5a+6b— 8e, 对 角 线 40， 
BD 的 中 点 分 别 为 妞 , 机, 求 BF . 

4. 设 48=a+5p5，68C= -2a+85，GCD=3(a-.p 证 明 4. 了 3、 了 三 点 
共 线 ， 
5， 在 四 边 形 4BCD 中, 4B=a+2b, BC=-4a-b, 0D= 5-3b, 
证 明 4BOD 为 梯形 ， 

6， 设 工 , 村, 入, 分 别 是 人 4B0 三 边 BO, 04， AB 的 中 点 ， 证明， 三 中 
线 矢 量 4。 15 开 ，ON 可 以 构成 一 个 三 角形 . 

7， 设 了 上、 是 和 4BO 三 边 的 中 点 ,0 是 任意 一 点 , 证明 

OA+0OB+OC=0OL+40N+ON. 
8. 设 有 是 平行 四 边 形 480D 的 中 心 , 是 任意 一 点 , 汪 明 
(04+OB+O0+OD=401 
9. 在 平行 六 面体 4B0CDEFGH (参看 1 第 4 题 图 ) 中 , 证明 
AOC+AF+ AH =24AG. 

10. 用 矢量 法 证 明 樟 形 丙 有 屡 中 点 连 线 平行 于 上 、 小 两 底 边 且 等 于 它们 长 
度 和 和 的 一 半 ， 

1i1. 用 天 申 法 证 明 平 行 四 边 形 对 角 线 互相 半分 ， 


。14 。 


12. 设 点 9 是 平面 上 正 多 边 形 414>…4， 的 中 心 , 证 明 : 
OO.41 十 O04, 十 OA, 十 …" 十 O04,, 0 


13. 在 上 题 的 条 件 下 , 设 卫 是 任意 点 , 证 明 . 
PAi+ PAs+ Phgs+..+PA,=nPO. 


$1.4 矢量 的 线性 关系 与 天 量 的 分 解 


矢量 的 加 法 和 数 与 矢量 的 乘法 统称 为 矢量 的 线性 运算 ， 我们 
知道 有 限 个 矢量 通过 线性 运算 , 它 的 结果 仍然 是 一 个 天 量 . 

定义 1.4.1 由 矢量 gzi，ca，…，Gr 与 数量 Mt ja，…， 知 所 
组 成 的 和 拓 量 

= N01 + Nod + NO,, 

叫做 矢量 Q1，Qs，…', a 的 线性 组 合 . 

当 秋 是 @ 是 矢量 Q1，Q2,…, qs 的 线性 组 合 时 ,我 们 也 说 . 天 
晤 a 可 以 用 矢量 i， 42,…, @, 线性 表示 ， 或 者 说 , 矢量 @ 可 以 
分 解 成 和 失 量 ;3，4s，…, @, 的 线性 组 合 . 

我 们 约定 , 象 Na 只 有 一 个 和 失 量 己 数量 结合 的 情况 , 也 称 它 为 
矢量 a 的 线性 组 合 . 

定理 1.4.1 如 果 矢 景 e 关 0, 那么 矢量 9 与 矢量 e 共 线 的 充 
要 条 件 是 7 可 以 用 矢量 e 线性 表示 ， 或 者 说 ?是 e 的 线性 组 合 ， 


印 
= Xe, (1.4-1) 


并 且 系 数 zz 被 e, 7 唯一 确定 . 
这 时 e 称 为 用 线性 组 合 来 表示 共 线 矢量 的 基底 . 


知 ? 与 e 共 线 ， 反 过 来 , 如 果 了 与 非 零 矢量 e 共 线 , 那么 一 定 存 
在 实数 z， 使 得 ?=we ( 见 $14.3 中 民 .3-5) 的 证 明 )。 显然 如 果 
外 一 一 那么 9 一 0.e, 即 zz 一 0. 

最 后 证 明 民 ,4- 巧 中 的 < 是 唯一 的 。 如 果 ?=ze=2e， 那 么 


se。 TD *。 


(z 一 Ze 一 0 而 e 关 0 所 以 2 一 2 

定理 1.4.2 如 果 矢 量 ei, es 不 共 线 , 那么 矢量 ?了 与 el, ea 其 
面 的 充 要 条 件 是 9 可 以 用 矢量 el，es 线性 表示 , 或 者 说 天 量 全 可 
以 分 解 成 ei，ea 的 线性 组 合 , 即 

人 一 021 十 We2， (1.4-2) 
江 且 系数 x, y 被 e1，es, 了 唯一 确定 ， 

这 有 时 ei，es 叫做 平面 上 矢量 光 基底 。 

证 ”首先 ,因为 矢量 ei 与 ea 不 共 线 , 所 以 根据 定义 1.1.4 有 
cl 关 0， esr0 设 r 和 @i， B 万 
ea 二 面 ， 如 果 站 和 el( 或 
es) 共 线 ， 那 么 根据 定理 
1.4.1 有 r=wxei+yes, 其 Ez， 
中 y 一 0( 或 z=0), 如 果 r  ®@2/ 
和 ei, es 都 不 共 线 , 把 它 OO el 已 .4 
们 归结 到 共同 的 始点 0， I 
并 设 08, 一 e(i=1, 2)，0P 一 +， 那 么 经 过 7 的 终点 了 分 别 作 
O08s,， O01 的 平行 线 依 次 与 直线 08;，0, 交 于 4, B( 图 1-17)， 
因为 O04Y er 0BY es 根据 定理 1.4.1， 可 设 04--e 08= 
yea， 所 以 根据 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 得 OP=O4 +08B, 即 

全 一 BC1 十 WeC9 

反 过 来 ， 没 9 一 Zi 十 Yes 如 果 zx, y 有 一 是 零 , 例如 ww 一 0, 那 
么 了 一 ye@s 与 @ 共 线 ， 因 此 它 与 el，es 共 面 . 如 果 zy 天 0， 那 入 
Te@1/ el Yes ea， 从 两 矢量 相 加 的 平行 四 边 形 法 则 可 知 久 与 we 
与 yes 共 面 ,因此 Y 与 el，es 共 面 . 

最 后 证 明 z, y 由 ei，ea, ?了 唯一 确定 ， 因 为 如 果 

全 一 Tel 十 ea 一 0e1 十 ?1 Co, 
那么 (za)ei+( 一 ea 一 0， 


如 果 z 基 必 ， 那 么 @ 一 -2 @s, 将 有 el / ea， 这 与 定理 假设 记 
盾 , 所 以 z=w'， 同 理 ,y 一 y ,因此 zy 被 唯一 确 冠 . 
”定理 1.4.3 ”如果 矢量 ei, ea，es 不 共 面 ,那么 空间 任意 矢量 
7 可 以 由 矢量 @1, Es, @s 线性 表示 ,或 者 说 空间 任意 矢量 可 以 分 
解 成 矢量 el， es, es 的 线性 组 合 , 即 

全 一 Ze1 十 MICa 十 SECa， (1.4-3) 
并 且 其 中 系数 %, y, 2 被 ec1，es，es 唯一 确 完 ， 

这 时 eli，eo，es 叫做 空间 矢量 的 基 庆 ， 

证 首先 因为 ei, Es, es 不 共 面 ， 所 以 根据 定义 1.1.5 必然 
有 e:*0(%=1, 2, 3), 且 它们 彼此 不 共 线 ， 

如 果 9? 和 ei，ea，es 之 中 两 个 失 量 共 耐 , 那么 根据 定理 1.4.2 
立即 可 知人 .4-3) 成 立 ， 例 如 人 和 el，es 共 面 ， 那 么 有 他 一 Zi 十 
Yes 十 0es 等 等 . 

如 果 人 和 el，es，es 之 中 任何 两 个 矢量 都 不 共 面 , 将 矢量 7， 
es(j 一 1，2, 3) 归 结 到 共同 的 始点 0, 并 设 OP 一 r,， :0 = ei (i= 
1, 2, 3) 过 ?的 终点 卫 作 三 平面 分 别 与 平面 OBsb8s, OE sb 
OR,Es 平行 且 分 别 和 直线 
OB1, O08。，0Bs 相交 于 4， 
B, O 三 点 ， 因 此 作成 了 以 
04.0B.00 为 三 棱 , 0 了 为 
对 角 线 的 平行 六 曾 体 (图 
1~18), 于 是 得 到 . 

OP= 04A+0B +0u, 
又 根据 定理 1.4.1, 可 设 04= ze 0B 一 yes, UU 一 zes， 所 以 得 到 
= TE YC zs, 

下 面 证 明 系数 x2, y, :由 et 一 了 2, 3), 上 叭 一 确定 ， 因 为 


° 7。 


修一 el 十 es 二 -zes 一 zie1 二 /es 十 zes， 


那么 (5 eT YY e+ 22 )es 一 由 
如 果 VF 

一 2 一 区 
那么 CE: 一 一 一 人 Ca 一 Co5; 


根据 定理 1.4.2 可 知 et，ea，es 共 甸 , 这 与 定理 假设 了 矛盾, 所 以 有 
一 ww， 辐 理 ,y 一 y ,2 一 2 因此 zy, 2 被 唯一 确定 ， 
例 1 已 知 三 角形 048, 其 中 04 一 a, 0B~%， 而 杂 , 六 分 
二 :角形 两 边 04, 0B 上 的 点 ， 且 有 OM = (0<%<1), 
N=ub(0<4w<1), 设 AN 与 BM 
机 PP 图 1-19), 试 把 矢量 OP = 
了 P 分 解 成 &, 0 的 线性 组 人 台 ， 
解 因为 
p= Oi -FF MP, 
或 了 -HE 
而 ON = )a， 
MP=m MB =m(OB- ON) ~m(b Ng), 
ON = ub, 人 了 一 — a0A4— ON =n(a -1b), 


所 以 和 一 GO 一 NG ) 一 XI 一 吧 )G@ 二 2 总 ， (1) 
或 p=ub+na— nb =rg+nu 1--n.b (2) 


因为 a, 6 不 共 组, 所 以 根据 定理 .4.2 由 (1 ，(C2) 得， 
[i 一 ?12 ) 一 多 ， 
m=k(!—n). 
由 上 方程 组 解 得 ; 


_ 风 ( 人 一 和 ) (一 2 
1 M4? 1—Aw 


e。 18 。 


了 LE 二 和 | a 1 A) b, 


一 入 1— A 
加 M4) 人 (圭一 入) 
用 pi tb 
例 证 明 四 曾 体 对 边 中 点 的 连 线 交 于 一 点 , 且 互 相 平 分 . 
证 设 四 面体 4BOD 一 D 


组 对 边 4B，OD 的 中 点 ,下 
的 连 线 为 琅 户 ， 它 的 中 点 为 PP 
(图 1-20)， 其 余 二 组 对 边 中 点 
连 线 的 中 点 分 别 为 Ps。， 忆 ,下 
血 只 要 证 明 Pi 了 fs、 Ps 二 点 重 
各 研 可 以 了 ， 取 不 共 面 的 二 拓 
量 4B=-e 40~e@s, AD=e@,, 
先 求 4DP 用 el，ea，es 线性 表 
示 的 关系 式 ， 

连 谈 4F8， 办 为 4P 是 和信 4BF 的 中 线 ,所 以 有 

AP =5(Ab+ AF), 


又 因为 46 是 人 40D 的 中 线 , 所 以 又 有 


AF = (A0+ AD) -让 (e: 十 es) ， 


a 1 
从 有 而 得 3 21 -+- 5 (estes) |=F(etestes), 


同 理 可 得 APB.~T (etestes), (i%=2, 3) 


所 以 AP, = 4P, ~ 4P, , 
从 而 知 Pi Pa, 了; 三 点 重合 ,命题 得 证 . 
。 19， 


我 们 还 可 以 把 矢量 的 线性 组 台 的 概念 如 以 扩 革 ， 引 进 线性 相 

定义 1.4.2 对 于 nw 之 1) 个 天 量 ea，Ga，…，G， 如 果 存 在 
不 全 为 零 的 nn 个 数 入 ，As，…， 和 使 得 

pT A (1.4-4) 

那么 % 个 天 量 G14， G3,，…-， Gs 叫做 线性 相关 ， 不 是 线性 相关 的 矢 
量 叫做 线性 无 关 。 换 名 话说， 矢量 Ga，cs，…，g 叫做 线性 无 关 
就 是 指 : 只 有 当 和 为 一 加 =… 一 入 一 0 时 , (1.4-4) 才 成 立 ， 

推论 ”一 个 天 量 a 线性 相关 的 充 要 条 件 为 a=0. 

定理 1.4 4 在 % 之 2 时， 矢量 Q1,， qs,…, @a, 线性 相关 的 充 
要 条 件 是 其 中 有 一 个 矢量 是 其 余 僚 量 的 线性 组 合 . 

证 设 ， 4s,…', Qs 线性 相关 ， 那 么 (1.4-4) 成 立 ， 且 为， 
hs,，…， A 中 至少 有 一 个 不 等 于 0， 不 妨 设 为 0， 那 么 qs 可 以 写 
成 Ql1，Qs,… ,G1 的 线性 组 合 


人 1 ho | Mn 
wh, SS 1 和 一 一 一 一 Co = 一 一 工 G1 
人 ， ft,,, A 


反 过 来 , 设 ,Qs,…, a; 中 有 一 个 矢量 ,不 妨 设 为 a,, 它 是 

其 余 矢量 的 线性 组 全, 即 
,= AQ NAGat Ni1Gn.1, 
改写 一 下 , 城 有 
人 0 十 和 aa 十 … 十 和 10 1 一 1G 一 0 

因为 数 和 jp，…， 入 一 工 不 多 为 0 至 少 一 上 关 0) 所 以 ga oy, 

定理 1.4.5 如 果 一 组 矢量 中 的 一 部 分 矢量 线性 相 关 ， 那么 
这 一 组 天 量 就 线性 相关 . 

证 设 有 一 组 矢量 Qi，aa，…，G。，…，es< 门 ， 其 中 一 部 
分 比如 说 ga， G3,，…， 4 线性 相关 , 苑 有 不 全 为 索 的 数 人 4， 人， 
。 LV 。 


% 重 得 
A 上 》0s 十 .十 和 0 一 0， 
由 于 式 显 然 行 
和 203i 十 和 Ga 二 二 0: 十 no 十 … 十 Da 一 0 

因为 和，%o,，…，% 中 至 少 有 一 不 每 事 0， 所 以 Gi，0a，…，0r 线 
任 相 头 ， 

推论 一 组 矢量 如 采 含 有 过失 量 ， 那 么 这 组 天 量 必 线性 相 

利用 矢量 间 的 仅 性 相关 的 概念 ， 可 以 把 和 天 量 间 赐 共 线 与 共 面 
的 条 件 推广 到 更 一 般 的 形式 . 

定理 1.&.6 两 矢量 共 线 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 ， 

证 设 两 矢量 为 @ 与 6, 如果 它们 线性 相关 ,那么 有 

Ma+ub=0, : 

并 且 入 岂 不 人 为 零 ,个 妨 设 入 #0, 从 而 得 


—__) 
d=- 江 6b 
2 0. 


如果 5 关 0,， 册 定理 1.4.1 知 & 与 了 共 线 ;如 果 bB=0, 显然 a 与 b 
基线 (定义 工 . 工 .4)， 
反 过 来 , 没 芭 与 D 共 线 , 如 果 尹 z 关 0, 那么 由 定型 1.4,1 知 
a= xb, 
a—zb=0, 
措 以 @ 与 6 线性 相关 ; 如 果 b=0, 那么 由 定理 1.4.5 的 推论 知 ,q 
与 6 线性 相关 ， 定 理 得 证 ， 
这 个 定理 告诉 我 们 ， 如 果 要 淹 别 两 矢量 & 与 65 共 线 ,只 要 判 
别 是 否 分 在 不 全 为 零 的 两 个 数 和 几 使 得 
a+ ub=0. (1.45) 
类 位 地 ,读者 自己 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
。91 。 


定理 1.4.7 三 矢量 共 面 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 ， 

按照 这 个 定理 ,要 判别 三 矢量 a, 6, c 是 否 共 面 , 只 要 判别 基 
碍 存在 不 全 为 零 的 三 个 数 ， 上 ，2>” 使 得 

AqG+ wb vc = (1.4-6) 

对 于 空间 的 任何 四 个 或 四 个 以 上 的 奖 量 ， 我 们 有 下 面 的 定理 
与 推论 ， 

定理 1.4.8 空间 任何 四 个 矢量 总 是 线性 相关 . 

证 ” 设 空间 任意 四 个 矢量 qa, 56, c, d, 如 果 a, 86, c 共 面 , 那 
么 根据 定理 1.4.7 它们 线性 相关 .再 根据 定理 1.4.5 即 知 所 说 四 
个 矢量 线性 相关 ， 如 果 qa, 6, c 不 上 其 面 ， 由 定理 1.4.3 可 设 d= 
AG 二 1 十 vec, 根据 定理 1.4.4 知 a, 5, c, Q 污 性 相关 . 

由 本 定理 结合 定理 1.4.5 江 基 可 得 ， 

推论 人 总 是 线性 相关 ， 

例 3 设 OP=7i= ,2,3), 试 证 PI，P，, P; 三 点 上 其 线 的 
充 要 条 件 是 存在 不 全 为 堆 的 实数 A ， 和 3，Ms 使 但 

VY i mY li 
县 入 十 和 十 和 一 0. 

证 设 Pi, 了, Ps 三 点 共 
线 , 那么 PiPs，P 了 BD, 两 失明 
共 线 ,因此 两 矢量 PiPs 与 PsP， 
线性 相关 ， 所 以 存在 不 全 为 0 


/2 


的 数 m,n, 使 

m PP, +n PB, =0. 图 入 
即 mTs—Ti)tn{ Ts- 9 一 0 
由 此 得 mriinra— (m+n)r;=0, 


令 人 1 一 1) Ag = Ms = (mm 十 9 ) ， 那么 有 人 1 Nu Ns 不 全 为 0, 使 
和 i 人 Tj 十 PY 十 AaTs 一 0 HH. ATi 十 hw -+ A =0, 


90， 


反 过 来 , 没有 不 全 为 0 的 数 和 (i=1,2, 3) 使 
AP 十 0 且 各 十 和 Na 十 和 As 二 0 〇 ， 
根据 条 件 不 妨 设 和 == 一 (和 1 十 和 he) 天 0, 代 入 上 面 失 量 等 式 整 理 得 
A ma— i) A rm) =0 

即 人 1 PiP, 4-% P,P, ~—0, 
但 由 和 十 和 0 知 和 .和 a 不 全 为 0, 所 以 PPs，PsPs 共 线 , 也 就 
是 1， 了 Pa，Ps 三 点 共 线 . 

例 和 和 设 @ 为 两 不 共 线 和 拓 景 证 有 明 矢 量 一 wu@ 十 bib， 

Ca 
7 ba 

证 根据 定理 1.4.6, U,V 两 矢量 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 不 
全 力 零 出 数 和 , 凡 使 


一 人 


区 一 CC 十 020 共 线 的 充 要 条 件 是 


和 8 二 10 一 0 
训 (QA far Ia + (PA+Pbam B=0, 
因为 @, 6 为 两 不 共 线 的 矢量 ， 也 就 是 两 矢量 4, 5 线性 无 关 、 所 


| 
(ih 十 - walt 一 U， 


biA-t bat =0, 
又 因为 入 ,4 不 全 为 零 ,从 而 得 秋 景 与 0 共 线 的 充 要 条 件 为 @ 
Ci Qs | 
| 


| 一 0. 
bi hiv, 


了 .在 平行 和 四边形 4BODD 中 ， 

(1 设 对 角 线 40C =m BD=pb, 水 41.BO 0DDA: 

(2) 设 边 BC 和 0D 的 中 点 为 六 入 ,二 4M=p，4N 二 g, 求 BC, 
OD. 

(DD 廊 必 线性 方程 组 有 非 零 解 的 光栅 水 件 为 其 未 数 行列 式 壬 于 堆 ， 见 附 妥 。 


203 。 


2. 在 平行 六 面体 A4BOD-BFGH 中 (参看 § 1 第 4 题 图 ) 设 4 及 =eh 
AD =e», AB=e;, 三 个 而 上 对 角 线 矢 量 设 为 40=p， 4 百 =q A 了 二 r， 试 
把 天 量 CE 一 /人 力 十 HG 十 37 与 成 CT €2, €3 的 线性 组 合 ， 

3. 设 一 直线 上 三 点 4, B, 满足 4P=ABB (0 一人，0 是 安 间 任意 
一 所 , 求证 
_ OX+AOB 
、 I 


oO 
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4. 在 A4B0O 中 , 设 48=e 40=e， 
(GD) 设 D. 召 是 边 BO 的 三 等 分 点 ,将 矢量 4D，2E 分 解 为 el，es 的 线 
性 组 合 
(2) 设 47 是 角 4 的 平分 线 ( 它 与 BO 交 于 了 点 ), 将 AY 分 解 为 el e: 
的 线性 组 合 ， 
3. 在 四 面体 04BC 中 , 设 点 G 是 人 4BC 的 同心 (三 中 线 之 交点 ), 求 矢 
量 0G 对 于 矢量 04、0B 和 06 的 分 解 式 
6. 用 矢量 法 证 明 以 下 各 题 ， 
(1) 三 角形 三 中 线 共 点 ; 四 
2) 已 是 A4PBC 重心 的 充 要 条 件 是 PA4PB14 PoO=0O 
已 知 天 量 qa,b 不 共 线 , 问 c= 2 -5 与 d=3e 一 2 是 否 线性 相关 ? 
8, 证 明 三 个 和 拓 量 @= 一 ei 3es 十 2es， b=4ei~ 6es+2es, ¢= —3el+ 
J2es+4 11les 共 面 ， 其 中 @ 能 否 用 b,c 线性 天 示 7 如 能 天 示 ， 写 出 线性 表示 关 
四 
证 明 三 个 天 是 一 上 5， 一 pe，pe 一 7 亲 面 ， 
. 设 OP; = 六 4G= 了 233 4;， 斌 证 Py Lo 3 四 点 共 面 的 充 要 条 件 
人 
Alri 二 rt Aars+ hrs=0, HH. > 人 一 OO 


。D4 。 


$1.5 标 架 与 坐标 
在 空间 任意 取 定点 0, 从 O 引出 三 个 不 共 面 的 矢 景 0 一 e, 
Os 一 es，02a = 一 es， 那 么 由 定理 二.4.3 知 , 定 间 任何 和 失 量 7 都 可 
以 分 解 成 el，es，es 的 线性 组 合 
六 一 5e; 二 yes 二 ze。 (DD) 

并 且 这 里 的 x, y, z 是 唯一 的 一 组 有 序 实数 ， 

定义 1.5.1 空间 中 的 一 个 定点 9, 连同 三 个 不 共 面 的 有 序 矢 
量 ei，es，es 的 全 体 , 叫做 空间 中 的 一 个 标 架 , 记 做 {Oi et es, esj， 
如 果 ei，ea，es 都 是 单位 矢量 ， 那 么 {0; ea， e。， 2a} 有 做 笠 卡 尔 
标 架 ; el，es，es 岗 两 相互 肚 直 的 笛 卡 尔 标 架 叫 做 备 卡 尔 直 角 标 
架 , 人 简称 直角 标 架 ; 在 一 般 的 情况 下 ，140; @1，e2， es} 叫做 仿 射 标 
淋 . 

对 于 标 架 {0; @1，Es， es}, 如果 el，es，es 间 的 相互 关系 和 右 
手 拇指 、 食 指 . 中 指 相同 ,那么 这 标 架 叫做 右 旋 标 膝 或 称 右手 标 架 ， 
如 果 el，ea，es 和 左手 的 拇指 食指、 中指 相同 ， 屠 么 这 个 标 架 叫 
做 去 旋 标 架 或 称 左 手 标 架 ( 图 1-22). 


、25 。 


定义 1.5.2 (了 ) 式 中 的 xz, y, ? 叫做 矢量 + 关于 标 架 10; el 
s，@s} 的 分 量 或 称 为 坐标 , 记 做 ?了 {w,y, 2} 或 {wy，2}. 
定义 1.5.3 对 于 取 定 了 标 贺 {0; @e:,， ea, es} 的 空间 中 任意 

把 二 ,矢量 OFP 则 做 点 卫 的 径 和 六, 径 矢 OP 关于 标 架 {O; et es ea} 
的 分 旺 z,，y, 2 叫做 点 卫 关于 标 架 {1O，6，ea，es} 的 坐标 ， 记 做 
Pl(w, y, 2 或 2， 2). 

当空 间 取 定 标 架 {Q; eli，es，es} 之 后 ， 空 间 全 体 矢 量 的 集合 
或 者 全 体 点 的 集合 与 全 体 有 序 三 数组 z, y, 2 的 集合 具有 一 一 对 
应 的 关系 ， 这 种 一 一 对 应 的 关系 叫做 空间 矢量 或 点 的 一 个 坐标 
系 。 

由 于 空间 坐标 系 由 标 架 {0; eli，eo，ea} 完全 决定 ， 因 此 空间 
坐标 系 也 常用 标 架 {O; el，es，esj 来 表示 ， 这 时 点 O 叫做 坐标 原 
点 ; 天 量 @1， Es，e@3 都 叫做 坐标 矢量 ， 


由 右 旋 标 架 决定 的 坐标 系 叫 做 右 旋 坐 标 系 或 称 右手 堂 标 系 ， 
由 左旋 标 架 决 定 的 坐标 系 叫 做 左旋 坐标 系 或 称 左 于 坐标 系 ; 仿 射 


标 架 、 箔 卡尔 标 架 与 直角 标 染 所 
确定 的 坐标 系 分 别 书 做 仿 射 坐标 
系 、 笛 卡尔 坐标 系 与 直角 坐标 系 。 

我 们 特别 约定 ， 以 后 用 到 下 
角 坐 标 系 时 , 坐标 矢量 用 2 7 下 
表示 ， 即 用 {0; i, 7, KR} 表示 直 
角 坐 标 系 .我 们 以 后 在 讨论 空间 
问题 时 ,所 采用 的 坐标 系 , 一 般 都 
是 空间 右手 二 角 玲 标 系 . 

过 碟 OQ 沿 着 三 坐 栋 和 量 el， 
es, @s 的 方向 引 三 轴 Ox, Oy, 0z, 
这 样 我 们 也 可 以 用 这 三 条 县 有 公共 点 0 的 不 共 面 的 轴 Ox，0Oy 与 

a 6 。 


图 1-23 


O02 来 表示 空间 举 标 系 ， 并 把 它 记 做 O-zyz， 这 时 点 叫做 空间 坐 
标 系 的 原点 ， 三 条 办 02,， Coy 与 Oz 都 电 做 坐标 轴 ， 并 依次 则 做 2 
轴 , Y 轴 与 2 轴 ， 每 两 条 坐标 轴 所 决定 的 平面 叫做 坐标 面 ,按照 坐 
标 面 所 包含 的 举 标 轴 , 分 别 叫 做 zOy 平面 ,yO0z 平面 与 x0 平面 . 

三 个 坐标 平面 把 空间 划分 成 八 个 区 域 ， 每 一 个 区 域 都 叫做 卦 
限 ， 如 图 1-23 中 的 八 个 区 域 , 按 排列 顺序 二 了 …*, YIL 依次 叫 
做 第 工 卦 限 , 第 工 卦 限 ,…, 第 VIII 卦 限 . 

显然 在 坐标 面 上 的 点 的 坐标 有 一 为 零 , 例如 wzOy 面 上 的 点 的 
学 标 中 z=0， 在 坐标 轴 上 的 点 的 坐标 有 两 个 为 零 , 例如 zz 轴 上 的 
太 的 坐标 中 y=z=0, 原点 的 举 标 为 (0，0, 0). : 

在 同一 幸 限 内 点 的 坐标 的 人 竺 号 是 一 致 的 ， 但 不 同 卦 限 内 的 点 
的 伦 款 符 量 秀 不 一 淮 。 各 卦 限 内 点 的 坐标 (z，/ 轨 的 符号 如 下 表 
所 示 . 


2 人 羽 二 ， 和 用 矢量 下 以 引进 胖 面 上 的 你 加 与 尝 标 的 和 概念， 在 
平面 上 取 定 点 0 与 两 不 共 线 的 矢量 el，es， 那 么 它们 就 构成 了 平 
面 上 的 和 祭典 {0; e@1,， es} ,通过 (i.4-2) 就 可 以 把 平面 上 的 任意 矢量 
7 与 有 序 实数 对 x,% 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 ， 而 平面 上 的 任意 点 
P， 通 过 径 失 OP 由 (1.4-2) 也 可 与 有 序 实数 对 x, y 建立 一 一 对 
应 ， 这 样 由 标 架 {0; e1，es} 就 确定 了 平面 上 的 一 个 坐标 系 ， 并 记 
做 10; @1, ee}， 而 和 拓 量 ?与 点 卫 的 坐标 分 别 记 做 7 了 {wv, 与 
P(r, Y). 

过 点 避 沿 ea 与 es 的 方向 分 别 引 两 轴 Oxz, 0y。 这 就 是 坐标 
® 27 。 


轴 ，O 为 坐标 原点 ， 我 们 也 可 以 用 O-zy 来 记 平 面 坐 标 系 . 如 采 
e1, 6@s 都 是 单位 矢量 , 且 ei 垂直 于 es, 那么 这 时 所 确定 的 能 标 系 ， 
就 是 我 们 所 熟知 的 平面 直角 坐标 系 ， 在 一 般 情况 下 , 我 们 称 它 为 
平面 仿 射 坐标 系 .我 们 约定 ,平面 直角 坐标 系 的 坐标 矢量 el，es 改 
写 为 单位 矢量 2 7, 并 用 {C; 7} 来 记 平面 直角 坐标 系 ， 

下 面 我 们 用 溪 标 进行 天 量 的 运 
算 . 

1) 用 矢量 的 始点 和 终点 的 做 
标 表示 矢量 的 分 量 . 

定理 1.5.1 欠 量 的 分 量 等 于 

证 设 矢量 PiPs 的 始点 与 终 
把 分 别 为 Pi (wi, yi, 21) 与 Pal%， 
yz，z9) (图 1~24), 那么 z 

OP, 一 0ael 十 We 十 24ea， 


图 二 24 


OP, 一 ae1 十 zaes 十 Za€8, 


所 以 
三 一 OP,— OP 
= (wo@1 -全 Woea 十 Zu@s ) 一 (w1@1 十 21183 十 zi1@s ) 
= (wa— 21)C1 (Ya— Yi)e + (La — 21) es, 
即 


PiPs = {02— 一 2 (1.5-1) 
2) 用 矢量 的 分 量 进行 矢量 的 线性 运算 . 
定理 1.5.92 两 天 量 的 和 的 分 量 等 于 两 天 量 对 应 的 分 量 的 
和 . 
证 设 Q@={Xi1, 了 了 1, Zi1}, b= 1{X,, 了 ,， Zo}, 那么 
。28 。 


a+b={X:, Fi, IZ1} + {Xo,, 了。 Zo} 
— (Xiet+Yies +Lies) t+ (Xe t+ Ye t+ F700s) 
一 (Ri 十 尽 2)ert (FLYg)est (Zi1+ Zu) 8., 
所 以 
t+-O={X + Xe, 了 十 和。 GTA (1.5-2) 
定理 1.5.3 数 乘 秋 量 的 分 量 等 于 这 个 数 与 矢量 的 对 应 分 量 
的 积 ， 
证 设 Q 一 { 久 ,， 了 ,7V}, 那么 
AG=A{X, VY, LZ}=A(REtYes + Zes) 
A 
所 以 
和 GE 一 1 和 入 M2}. (1.65-3) 
3) 两 天 量 共 线 的 条 件 , 二 和 失 量 共 面 的 条 件 . 
定理 1.5.4 两 个 非 零 矢量 a{ 人 1, 了 ,Zi}, DB{Xs, Ys, Zsa} 
共 线 的 充 要 条 件 是 对 应 分 量 成 比例 , 即 
-一 (1.5-4) 
证 根据 定理 1.4.1, 矢 景 ga, 5 共 线 的 充 要 条 件 是 其 中 一 矢 


景 可 用 男 一 秋 量 来 线性 表示 ,不 妨 设 @= 一 XO, 于 是 
{1 } 1, LI 一 入 {这 4， FF,, Vos = {NA 六 上 ,, 入 LA 上， 


由 此 得 到 Ki=AN,, =AVs, Zi1= Lys, 
.| 下 
所 以 区 和 La 


当 分 母 为 零 时 ,我 们 约定 分 子 也 为 夫 
推论 二 个 局 is 守 )，B(xs,， ya， 2) 和 CGxza ya 5) 共 
线 的 充 要 条 件 是 


RN (1.5-5) 


A 


辐 大 
BTA YY 3 


定理 1 5.5 三 个 非 零 矢量 qf 了 21}, b{Xs, 了， Zo} 
各 Ci 六 s, 了 s， Zasj 共 面 的 充 要 条 件 是 
1 了 Zi1 
RR YY, 2,|=0. (1.65-6) 
[人 3 了， Zs 
证 根据 定理 1.4.7, 三 和 拓 @, 6, c 共 面 的 充 要 条 件 是 仔 在 不 
全 为 0 的 数 入 ,4, 2 使 得 
gti-ubt+ve —0, 
由 这 可 得 信用 4 十 风 下 as 十 2 一 0， 
人 上 1 十 1 十 2 了 3 一 
和 LAT 十 LA 十 DO 一 0; 
因为 入, 4, 2, 不 全 为 零 ,所 以 


X1: YY Zi 
Xs, 了 。 Zs1=0, 
Xs Ys, Zs 
推论 四 个 点 Ai oj 2 一 二 2 3, 44) 共 面 的 充 要 条 件 
是 
23 一 XT Ya— Yi 和 类 一 和 
Za 一 21 Ya 一 人 为 一 | 一 0; (了 .5-7) 
Za 一 2 Ya—Yi 光一 2 
或 


Ti ZL 2 


] 
ta Wa za J : ， 
| 一 0 {1.5-7") 
‘za ys 23 1 z 
/ 04 Na Ya 1 
4) 线段 的 定 比分 点 举 标 . 
对 于 有 疝 线 呈 万世 (Pi 产 P,), 如果 由 三 满足 互 记 - 7 五 豆 我 


们 就 称 点 卫 是 沁 有 向 线段 PiPs 分 成 定 比 入 的 分 点 ， 根 据 上 述 条 


» 0 ” 


件 , 给 定 了 点 了 1，Ps, 分 点 一 就 由 和 唯一 确定 . 当 入 >0 时 , PP 和 
PPs 同 向 ,点 卫 是 线段 P.Ps 内 部 的 点 ; 当 和 <0 时 , Pi 了 P 和 PP; 反 
向 ,了 是 线段 PPs 外 部 的 点 . 并 且 注 意 ,和 A¥ 一 工 不 然 ,如 果 Pi 户 = 
-PP,, 六 有 OP — OP, =0P- OP。 由 此 得 0Pi OP。 导 臻 P= 
Pa， 与 条 件 Pi Ps 矛盾 .现在 我 们 来 求 分 已 知 有 向 线段 PiPs 
成 定 比 和 的 分 点 卫 的 党 
标 . 

定理 1.5.6 设 有 向 线 
段 PiP, 的 始点 为 Pi(wi, yy 
21)， 终 点 为 Pa(za，Ya，22, ) 
(图 1-25)， 那 么 分 有 向 线 段 
PiPs 成 定 比 A(% 竺 一 1) 的 分 


把 了 的 坐标 是 
_ Ae 1 二 As 21 Nza _ 
“i IT “I (1.5-8) 

证 ”由 已 知 条 件 得 
| PP =NMPP,, 
所 以 OP -~ OP; ~—\( OP,- OP), 
有 PB_ ”OP 二 和 OP， 
从 而 有 OP 和 


将 0P,，0P,，0B 的 分 量 代 入 ,得 卫 点 的 坐标 为 


p21 Mo _ Yi Ays sh 
1 和 A 于 十 入 “ 4+ 和， 


: 推论 充 P,{ wi, Ys, Zi) (一 | 2) 于 和 即 么 线段 二 的 中 点 
标 是 


z 1 -二 i df1 十 fs» 他 -上 人 
过， 三 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一- 一 将 -一 作 -一 一 一 一 ( 工 _ 5-9 
2 dy 2 ) 


* ol。 


例 已 知 三 角形 三 顶点 为 Pio yi, os， (i 一 1, 2, 3)， 求 
和 俯 PiPaPs 的 重心 ( 即 三 角形 四 
三 中 线 的 公共 点 ) 的 坐 你 . 

解 议 人 /aias 的 三 
中 线 为 PMi(i 一 1,，2,3), 其 
中 顶 皮 "Pi 的 对 边 上 的 中 点 
为 用 人 一 1 2, 8)， 三 中 线 
的 公共 点 为 Glz, y, 2)， 因 
此 有 


PG =2G11, 
即 重心 G 把 中 线 分 成 定 比 入 =2. 
因为 再 ;1 为 PP, 的 中 点 ,所 以 根据 公式 (1.5-9) 有 


a -十 ea ta + fs 2 
Ma 人 区 放空 
再 根据 公式 (1.5-3) 可 得 
Za 十 3s 
2 人 ) 


1 
ST (Ti+ mat), 


1 
yy 十 ba 十 %s)，2 一 了 (za 十 加 十 2)， 


所 以 人 PiPaPs 之 重心 为 
G (生生 一 yi Ya Ys 二 和 二 二 } 
3 2 3 | | 甸 


了 . 题 
1， 如 图 示 , 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 交 于 点 , DJ = 二 DE, EN 一 
二 BO, 且 AD=el AD=es 06=el, 0D=el 取 标 架 {4; eu ej} 与 标 架 {0; 
el ez}, 求 信 , 夺 两 点 分 别 关于 标 架 {4; et ex?} 与 {0; et e2} 的 坐标 ， 以 及 矢 
。32。 | 


| 和 rr : 
时 aN 江 二 标 染 {4} el1; er 与 0; €1) er} 时 分 量 ， 


第 工 题 


2. 在 平行 六 面体 4BOCD-EEFGH 中 (参看 有 1 第 生 题 图 )， 平行 四 冯 形 
CGHD 的 由 心 为 万 并 设 .4 瑟 =etb AD=es, Ab=es, 试 求 天 量 BP, BP 关于 
标 架 {4: el ez, ea} 的 分 量 , 以 及 人 ABEP 三 顶点 及 其 重心 关于 {4; el, ez ea 
的 尝 标 ， 

3. 在 室 间 直角 举 标 系 {0;i; 了 ,KE 下 , 设 点 PC2, 一 3, 一 下 Go pe) 求 
这 二 点 关于 ' 坐标 平面 ，(2) 坐标 轴 ， (3) 坐标 原点 的 各 个 对 称 点 的 坐 
标 :, 

4. 设 两 空间 直角 华 标 系 , 新 举 标 原点 的 径 矢 00 = ma{o be, 对 应 的 人 
标 轴 航 正 向 相同 ， 求 空间 任 一 点 卫 分 莽 关 于 旧 条 和 和 新 系 的 径 天 rx,y,8} 和 
ry 5 之 同 的 关系 ;并 写 出 新 、 旧 从 标的 关系 式 \ 即 移 轴 公 式 )。 


第 4 题 

5. 已 类 天 量 a, b,c 的 分 是 如 下 : 

(1) 在 标 架 {0,; ej,ezst 下 , a= 10,1},b={ 一 4,01,c= {1, 一 14}; 

(2) 在 标 架 {0; el ey ea} 下 , 4 二 40, 一 1,07,b=11,2,37, c=13,0,1}; 
求 4 十 2b 一 3c 的 分 量 . 

6. 已 知 平行 上 四边形 4BOD 中 三 顶点 4, BC 的 从 标 如 下 : 

(1 在 标 架 {0; el et 下, 4( 一 1,3), PC(3,0),C(5,1); 

(2) 在 标 染 40; el @2, eaf 下 (0, 一 3,0), B(2,0,1), 0(0,44,3); 求 第 四 


。33 。 


顶点 了 和 对 角 线 交点 至 的 坐标 ， 

1. 已 知 4、.8.0 三 点 坐标 如 下 ; 

(1) 在 标 架 10;€., ez} 下 ; 400,1), B(2, —2),0( ~2,4); 

(2) 在 标 名 {0; el, es, esf 下 , 4 (0,1,0), BC-1,0, 一 2), 0(—2,3,4), 
判别 它们 是 否 共 线 ?车 共 线 , 写 出 48 和 4C 的 线性 关系 式 . 

5， 已 知 天 量 a, b,c 的 分 量 如 下 : 

(1) a 一 10,， —1,2+,b=10,2, ~—4},c=1{1,2, ~1}; 

(2) a={1,2,3},b={2, —1,0},c={0,5,6}. 
试 判别 它们 是 否 共 面 ? 能 否 将 c 表 成 a,b 的 线性 组 合 ? 若 能 表示 , 写 出 表示 
a 

9 .已 知 线段 48B 被 点 0(2,0,2) 和 DC(5, 一 2,0) 三 等 分 ， 试 求 这 个 线段 
两 端点 4 与 互 的 坐标 ， 

10. 证 明 : 四 面体 每 一 个 项 点 与 对 面 重 心 所 连 的 线段 共 点 , 且 这 点 到 顶点 

的 距离 是 它 到 对 面 重 心 距离 的 三 倍 。 用 四 面体 的 顶点 坐标 把 交点 坐标 骨 示 
出 来 ， 


SI.6 矢量 在 轴 上 的 射影 
设 已 知 空间 的 一 点 4 与 一 轴 i， 通过 4 作 重 直 于 轴 7 的 平面 
2; 我 们 把 这 个 平面 与 轴 {! 的 
交点 涉 也 做 点 4 在 轴 ?上 
的 射影 (图 1-27)， 
定义 1.6.1 设 欠 量 4B 
的 如 点 4 和 终点 吾 的 轴 7 
上 的 射影 分 别 为 点 4 和 了 
那么 矢量 4B' 叫做 和 拓 量 4 
在 轴 1 了 上 的 射影 矢量 (图 
1-28), 记 做 射影 矢量 , 4B. 
如 未 在 轴 上 取 与 轴 同 方向 的 单位 矢量 e, 那么 有 
射影 矢量 , 48B=4'8'=we. 


图 ”1-27 


。° 4 名 


这 里 的 2 叫做 矢量 AB 在 轴 1 上 的 射影 , 记 做 射影 ,4B, 即 
射影 4B 一 x， 
我 们 也 可 以 把 射影 矢 蜡 : 4B 有 旷 分 别 写成 
射影 撩 虹 AB 与 射影 
并 且 可 以 分 别 叫做 -48B 在 矢量 e 上 的 计 影 失 呈 与 4B 在 矢量 2 上 
的 射影 ,两 者 之 间 的 关系 是 ; 
射影 矢量 。A 户 一 (射影 4Bye. (1.6-1) 
射影 。4B 的 数值 显然 与 4 和 e 的 夹 角 的 大 小 有 关 , 现在 来 
规定 两 失 量 的 夹 角 . 设 @, 2 是 
两 个 非 零 天 量 ， 目 空间 任意 点 OO 
作 04=a， 0B=6b( 图 1-29), 我  ，。 
们 把 由 射线 04 和 0B 沟 成 的 角 
度 在 0 与 和 之 间 的 角 ( 显 然 这 角 
度 与 点 0 的 选取 无 关 )， 了 叫做 矢 
量 % 与 2 的 夫 角 中 , 记 做 人 (@, 0), 按 规定 , 若 双 与 2 同 疝 ,那么 


QD 在 平面 上 ,可 以 引进 从 和 最 @ 到 矢量 b 癌 角 的 概念 ,并 记 做 了 (qm, 了 ) 、 当 
0 不 平行 于 怠 时 ,天 玉 6G 扫 过 和 天 总 @， 之 有 公交 用 人 (@, 06) 天 续 到 与 矢量 b 同 方 
各 的 位 置 时 ， 如 果 旋 转 是 逆 时 针 方 向 的 ， 那么 半 (9, 妃 二 人 (qb); 如 果 是 贤 洁 针 方 
向 的 ;那么 祥 (@; 有 一 一 ay 人. 当 @ fb NH, (0%,b)=/(0, b). 
有 有 出 角 的 值 , 常常 可 推广 到 志 一 ww 或 请 K 这 时 我 们 认为 用 过 2 整 售 数 交 值 代表 
同一 角 , 对 于 有 后 角 还 有 下 河中 等 并 
六 (ay b)=~xb, @), QDII 二，c) 一 闻 AG，c)， 


O a A 


]-29 


人 (a, 及 =0; 如 果 @a 与 6 反 向 , 那么 人 (@, 5) 一 x; 如 果 & 不平 
行 于 5b, 那 么 0< 和 (a, 下 < 

定理 1.6.1 矢量 4B 在 轴 ! 上 的 射影 等 于 矢量 的 模 乘 以 轴 
与 该 失 量 的 炎 角 的 余 弘 ; 

射影 4B= |AB|cos0, 9= LAA, 4B), (1.6-2) 

证 当 0 一 吕 时 ,命题 显然 成 立 ， 当 0 关 避 时 ,过 4、 盏 二 点 
分 别 作 垂直 于 7 轴 的 平面 a，B, 它们 与 轴 1 之 交点 分 别 是 4',B”， 
那么 4 再 ' 一 射影 矢量 ! 4B， 再 作 44B1 一 4B, 易 知 终点 Bi 必 在 B 
平面 上 ， 因 为 B11， 所 以 B1B'11, 入 4B'Bi 为 直角 三 角形 , 且 
LU，4B)= 人 (4B)=9( 疼 1-30)， 设 Ee 为 1 上 与 1 同方 向 
的 单位 天 量 , 那么 

A'B’ 20, 


所 以 7 一 财 量 2 AB. 
BB 
区 ”有 


Q 月 


DPI 


图 130 
当 0<b<- 3 时 , 48 与 e 同 向， 
v= |AB'|=|AB|cos0 = 14Blcosb, 
当 吉 <0 < 时 ,4 了 3' 与 e 反 向 ， 
2 一 一 14'B"| 一 一 1A'Bilcos(x -0) = |ABlcos), 
从 而 当 0<0<w, 时 , 总 有 
。36 。 


射影 4B | 4E |oo0s 6. 
推论 ”相等 矢量 在 同一 轴 上 的 射影 相等 ， 
定理 1.6.2 对 于 任何 矢量 @, 2 有 
射影 (CO) 一 射影 1@ 十 射影 , 0， (1.6-3) 
证 取 48=w，BO=b, 那么 40=q@+6( 图 1-31), 设 4，， 
28 ,U 分别 是 4, Bb， C 在 视 ! 上 的 射影 ,那么 显然 有 


AU' Ab HO, 


Oe— l 
图 ”1-831 
四 .4C 一 射影 矢量 ， 40， A'B’~ 射影 天 量 , 4 


0C -= - 革 影 拓 量 ! BO， 
., 射影 矢量 , 4C= 射影 矢量 48 十 射影 矢量 , BC, 
由 (十.6-1) 得 
(射影 40)e 一 (射影 48 二 射影, 80)e 
其 中 避 为 加 上 与 1 同 襄 的 单位 和 拓 量 ,所 以 
射影 , 40 一 射影 48+ 射影 , BO， 


或 射影 (a +60) 一 射影 ,a + 射影 ,6. 
定理 1.6.3 对 于 任何 矢量 a 与 任意 实数 入 有 
射影 (ha) 一 入 射影, a. (1.6-4) 


证 ”如果 入 =0 或 @=0 命题 显然 成 江 ， 设 入 0, a 且 
0 人 (04), 那么 当 入 >0 时 ,有 
A NAA) = LU, a)=Y, 


。 .37 。 


射影 (NEC) 一 121cos0 一 入 |cos0 一 入 射影 人; 
当 入 <0 有时 ,有 
~(L, 2 a)=x—0, 
.“。 射影 ,AQ := iN cos(x 0)=A|G |cosbd, 
z 一 人 射影 lw 
因此 (1.6- 人 4 成 立 . 
例 ” 设 在 直角 坐标 系 {0: i, 7 ,上 下， 矢量 a=Xi+Y 了 I 十 
Zk, 试 证 明 . 
射影 ;@ 一 到， 射影 ;ga 一 了 ， 射 影 .Qa=2， 
证 设 径 矢 OP 一 qa, 那么 
a 在 举 标 轴 上 的 射影 邮 为 OP 
在 坐标 轴 上 的 射影 ， 设 书 点 
在 % 轴 , 9 轴 , ?2 加 上 的 射影 分 
别 为 4,，B, C( 图 1-32), 那么 
射影 矢量 ;a 一 04 一 XX 
抽风 . OP 
射影 KG 一 O0= 2Zk. 
大 呈 丰 有 于 的 秀 影 定义 得 
射影 ;@ 一 荆 ， 于 影 ;= 了 射影,Q=Z， 


图 1-32 


习 题 
1， 已 知 矢量 4B 与 单位 和 撩 最 的 夹 角 为 150"， 且 |4B|=10, 求 射影 
秋 申 4 与 射影 。48， 义 如 内 @ = -e 求 射影 矢量 64B 与 射影 gdB. 
， 证明， 射影 (Nie 十 Xe 十 十 和 na) 一 人 时 影 ,ad 十) 射影 at 
十 A, 和 村 
AN 工 . 7 两 : 量 的 数 性 积 
在 物理 学 中 ， 我 们 知 关 一 个 质点 在 为 下 的 作用 下 ， 经 过 位 移 


。38 。 


PP’ -8, 那 么 这 个 力 所 作 的 功 为 
W= |f|Islcosd, 
其 中 9 为 和 8 的 夹 角 (图 
1-33)， 这 里 的 功 扩 是 由 大 
量 下 和 和 8 按 上 式 确 定 的 一 个 
数 晤 ， 类 似 的 情况 在 其 它 间 
蔬 中 也 常 遇 到 . 
定义 1.7.1 两 个 矢量 
qa 利 的 异 和 它们 夹 角 的 余 汞 的 乘积 叫做 矢量 @ 和 2 的 数 性 积 
(也 称 内 积 ), 记 做 @.P 或 G2, 即 
a:b=|aliblcog/ (a, Db). (1.7-1) 
两 矢量 的 数 性 积 是 一 个 数量 而 不 是 矢量 ， 特 别 地 当 两 天 量 中 
有 一 个 为 零 拓 量 时 ,例如 5==0, 那 么 |8| =0, 从 而 有 a'6=0， 
当 gb 为 两 非 零 矢量 时 ,根据 定理 .6.1 有 
lcos 一 GD) 一 射影 .9， 
[gilcos 二 (G，0) 一 射影 na， 
所 以 由 (1.7-1) 立 刻 得 : | 


1-33 


00 一 [Cj 射影 = 12| 射影 aa。 (1.7-2) 
特别 地 , 当 刀 为 单位 矢量 如 时 ,有 
Ce 一 射影 。Q (1 .7-2’) 
如 果 (1.7-1) 中 的 5=a, 那 么 有 - 
ga— lal’. 


我 们 把 数 性 积 ga.a 叫做 @ 的 数量 平方 ,并 记 作 i 
定理 1.7.1 两 矢量 eg 与 六 相互 迁 直 的 充 要 条 件 是 @ 5 一 0， 
证 当 @ 时，cosA(e, 0 一 0, 于 是 @ 8 一 0 反 过 来 , 当 
a.b60 时 , 如果 w, 8 均 为 非 零 矢量 ,那么 根据 (1.7-1) 有 
cos/ (a, 8) ~0, 


es 39 。 


从 而 q.1b; 如 果 qa, 五 中 有 零 矢 量 ， 由 于 零 天 量 的 方 癌 不 定 ， 可 以 
把 它 看 成 与 任意 矢量 垂直 ,所 以 有 Co, 定理 得 证 ， 

下 面 我 们 讨论 矢量 的 数 性 积 的 运算 规律 . 

定理 1.7.2 矢量 的 数 人 性 积 满足 下 面 的 运算 规律 


a:b=b.a. (1.7 9) 


2) 关于 数 因 子 的 结合 律 
(CT :0=AG:6)=a: (0) (1.7-4) 
3) 分 配 律 : | 
(a+b):c=a:c+b.:c (1.7-5) 


证 公式 (1.7-3),， (4.7-4)，(1.7-5) 中 如 困 有 零 天 量 ， 财 么 
它们 显然 成 立 ， 下 面 的 证 明 , 假设 它们 都 是 非 零 矢量 . 
1) a:b=|al.|blcos/ (a,b)=|b| ielcos 一 (0 a) 一 0.0， 
2) 如 果 入 一 0, (1.7-4) 显然 成 立 如 果 X#0， 那 么 根据 
(1.7-2)，(1.6-4) 有 
(Wa)0 一 10| 射影 (GD) 一 15| (和 射影 ba) 
= 和 (| 2 射影 1E) 一 (a:b). 
而 a: (0b) = 0) :a=Aba)=AG0). 
所 以 全 .7-4) 成 立 ， 
3) 根据 (1.7-2),，(1.6-3) 有 
(g++b)c=|c| 条 影 .(@ +6) 
一 |cj 射影 十 射影 0) 
一 jcj| 射影 w+ cl 射影. 一 ac 二 o'c， 
所 以 (1.7-5) 式 成 立 ， 
推论 -Ma+nwb):c=NA(a:c)+u(b. cy 
根据 矢量 的 数 性 积 的 这 些 运 算 规律 可 知 ， 对 于 和 拓 量 数 性 积 的 
运算 ,可 以 象 多 项 式 的 滋 法 那样 进行 展开 , 例如 


4 。 


(a + (a-60)=a-. 0, 
(a+b0)’=a?+2ab+b’, 
(2@+4+3b).(c- dd)=2a.c+3b.c-8a.d— 12b.d. 
例 二 证 肖 平 行 四 边 
形 对 和 角 滨 的 平方 和 等 于 它 
各 边 的 平方 和 . 
证 如 图 1-34, 在 平 
行 四 边 形 04C 了 8 中 , 设 两 
边 为 04 一 qa, 0 万 -8 对 角 


线 00 一 m, 2 一 n, 那么 图 34 
m=at+b, n=a—b, 
于 是 1112 一 (GZ 十 六 )2 一 0 十 20 .了 十 02， 
=(a@~0) ?=a 2a.0+0’, 
所 以 m2? 二 7122 一 2(C2 十 有) ， 
邯 A A A 
这 说 是 所 要 证 明 的 . 


例 % 试 证 如 果 一 条 直线 与 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂 
直 , 那么 它 就 和 平面 内 任何 直线 都 垂直 , 即 它 垂直 于 平面 . 
证 设 直 线 呈 与 平面 内 两 相交 直线 ,0 都 垂 真 (图 1-35)， 


in 


图 1-35 图 ”1-36 


下 面 证 明 m” 与 内 任意 直线 e 垂直. 在 直线 加 %, 0， 6 上 和 分别 仔 
意 取 非 零 天 量 和 0, q, 8, C, 依 条 件 有 
nila, nl|ob, 
所 以 na=0, nb=0. 
且 根 据 定 理 1.4.2, c 可 用 @,， 线性 表示 . C= 二 和 g++ wb, 央 市 
nc—nAa+nub)=\,na) +u{ nb)=0. 
这 表明 两 矢量 组 与 C 互相 有 焉 直 , 也 就 是 它们 及 在 耳 线 % 与 c 互相 
延 百 ,从 而 直线 m 牌 直 于 平面 . 
例 3 试 证 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 
证 设 人 4BO 的 BO 04 两 边 上 的 高 交 于 7 点 (图 1 36 y, 
再 设 P4-a, PB -86, POc, 那么 
Bba, 天 -ec 机 -ee 
因为 了 4 1 BC, 所 以 as(c- 全 一 0 即 wc 一 ab 又 因为 PB]04, 
所 bg-c)=0, Bab=bec; 从 而 ac=bc, 即 c 02 一 C) 一 0， 
所 以 


PO | 4B. | : 

这 职 证 明了 点 了 在 A480 第 三 条 边 4B 的 高 绕 上 ,所 以 和信 4BO 
的 三 条 高 交 子 一 点 P. 

下 面 在 直角 坐 慰 系 人 0 1 了， 8 下 ， 用 矢量 的 分 量 表 示 数 性 
积 ， 

定理 1.7.8 设 qQ=XL 了 IZik,b= 了 Xd+Y I +2 k, 
那么 

C .上 一 三 1 和 十 了 了 十 OO (4.7-6) 


证 qa:bD=(X+YII ZR) NtYof +?ak) 
A A 
+YF IX TF Yo I 4Y ZT:k 
LR ok Lt LY kIT + Zk k, 


。 42 。 


因为 ,J 了, 大 是 两 两 相互 垂直 的 单位 矢量 , 所 以 
1 70， 一 天 一 0， 了 .天 一 天 了 一 0， 


且 1 一 1 7:7=1, EkE:k=1, 
因而 a:b= TT tot ZL. 
推论 设 Q= 外 i+ 了 7 十 Yk, 那么 
Co 一 和 Qf=Y, ak=Z. (1.7-7) 


利用 矢 晤 的 分 量 来 表示 数 性 积 的 公式 {1.7-6), 将 给 我 们 在 计 
算 矢 量 的 数 性 积 时 带 来 方便 ， 下 而 在 直角 坐标 系 下 ,利用 公元 
(4.7-6) 再 来 讨论 几 个 向 题 ， 

1) 两 点 距离 

因为 在 (1.7-1) 中 , 当 6=a 时 有 


a:a=|a'’=~a’, 


于 是 a=|al”, 或 la|=vVai. 
定理 1.7.4 设 a 一 了 i+ 了 I 十 Yk, 那 入 
al=Va=V XI+7+Z:, (1,7-8) 


证 根据 (1.7-6) 得 
a = XY T+, 
所 以 (al?=@a =—= XX 十 了 2 十 2 
因而 (1.7-8) 式 成 立 . / 
定理 1.7.5 空间 两 点 Pi(w%i, Yi，21)， Pa(Yo，Y2， 29) 间 的 距 
离 是 
d= (wa— 0) (Yay) + (4) (1.7-9) 
证 因为 
PiP, = {xs— 1, Ya— Yi, Za— Yi1?, 
所 以 d=iPiPs | = Vv-o) TT (yy) + Ga), 
2) 矢量 的 方向 余弦 
天 量 污 坐 怀 物 \ 或 坐 慰 天 最) 所 成 的 角 叫 做 矢量 的 方向 角 ， 方 
sa 43 ，， 


疝 钊 的 余弦 叫做 矢量 的 方向 余弦 。 一 个 冬 量 指 方 高 完全 可 由 它 的 
方 回 角 来 决定 ， 

矢量 的 方 筷 余弦 也 可 用 矢量 的 分 量 来 表示 ， 

定理 1.7.6 非 零 矢量 @= 了 2 二 了 7 二 GZ 的 方 问 余 芒 是 


~ 如 2 十 了 ?十 
了 了 


oom LX 

| 
lal VE | 
F 7 | 
la| ~vV Xt+Y*-2Y | 


(1.7-10) 


且 
cos w 十 co089" B 十 cos2 y=1, (1.7-11) 
式 中 的 &,，B, Y 分 别 为 矢量 @ 与 % 轴 ,y 铂 , z 轴 的 交角 , 即 尔 量 @ 


的 三 个 方 回 角 ， 
证 因为 qi jajeose 目 ai 太 ， 


所 以 Iglcosa= 慎 ， 
/ 玉 于 
从 而 so Tol JR 
闻 理 可 证 (L.7-10) 其 余 两 式 成 立 ， 由 (.7-10) 立 即 可 知 
(1.7-i1) 成 立 . 


从 定理 1.7.6 可 以 看 出 ， 空 间 的 每 一 个 矢量 都 可 以 由 它 的 模 
与 方向 余 交 决 定 ,特别 地 , 单位 矢量 的 方向 余 总 等 于 它 的 分 是 姑 
让 

C 一 {cogou cos B, cos y}. (1.7~-12) 

3) 两 天 量 的 交角 z 

定理 1.7.7 、 设 空间 中 两 个 非 零 矢量 为 gf 了 1, 214} 和 
0{ 工 了 了 :，GFa ,那么 它们 赤 角 的 余弦 是 ， 
。44 。 


cos 一 (G b) -Er 


pA 
AV 中 ?十 了 十 LA 古寺 了 十 和 
(1.7-18) 
a:b=—'allblcog/{@a, b), lallbl|=0, 
上。 
所 以 cog/ (a, 中) 一 一 人 
allb, 
但 是 a-b= XN,+ YY 4Z1Y, 


la|=V Xi1+Yi+Zi, |b 一 Xi+Y2+22, 
所 以 导 .7-18) 成 立 . 
推论 ”矢量 qa{ 人 1, 了 i 21} 与 6{，, 了 s, Zs} 相 互 垂直 的 充 
要 条 件 是 
TYR tT 二 22 一 0. (1.7-14) 
在 平面 直角 坐标 系 下 , 平面 上 的 矢量 也 有 完全 类 似 的 结论 . 设 
胖 面 上 的 两 天 量 为 @{TE， 了 1}, 6{ 人 s, 了 ,那么 有 


GT 一 站; 不 ,十 三; 大。 、 (1.7-6’) 
Qt= XL Qa*7 = (1.7~7’) 
[gj 一 XItY1; (1.7-8’) 
平面 上 两 点 Pi(z1, 2)、Pa(os， go) 间 的 上 距离 为 
以 一 | PPPs | NV/ Va— 1) + (Ya — yi) 9 人 (79 ) 
矢量 a 的 方向 余 芝 cosa, cos B 可 以 表示 为 
Ei 
a) VX 
| (1.7-107) 
上 1 


008 B= 
al VXI+Yi’ 


cos"a 十 c08 B=1, 人 
。 4 。 


在 平面 上 的 情形 ， 我 们 还 可 以 单独 用 从 到 @ 的 有 和 癌 角 名 来 
次 定 天 最 @ 的 方向 . 设 和 人 @) 一 2 图 137) 那么 
COg a = COS 0， 
cos B=cos/ (7, a) 
=C0sY (7, @) 
~ Cos( A (7, $) 


十 将 (人 @)) 
== COS (下 + p ) 
一 Sin 0 ， 


图 1-27 


因此 ， 平 面 上 的 非 零 矢量 @ 
的 方向 ， 完 全 可 由 x 轴 ( 或 坐标 矢量 让 到 矢量 a 的 有 向 角 p 来 决 
定 , 所 以 平面 上 的 矢量 a 可 写成 

C 一 |@ (i cosyp+ sing). (1.7—12 个 
大量 @ 与 已 的 交角 的 余 弱 为 


和 oY 
cos/ a, 6)= 1 


VXI+PI Vv L242 
大量 @ 与 2 牌 直 的 充 要 条 件 为 
AjXo+ Yrs =0 : (1.7-14’) 
例 已 知 三 点 4(1,0,0), B(8,1, 1),0(2,0,1), 8 BO=ga, 
C04-b，4B 一 c, 求 : (1) &a 与 6 的 夹 角 ,，(2) a 在 c 上 的 射影 
解 ” 利 用 (1.5-1)，(1.7-8) 可 得 . 
a= BO—{~1, —1,0}, fal=~^/?, 
b=04—{—1, 0, -1}, |b|~ v3, 
c= AB={2, 1, 1}, lc|=vV6., 
利用 了 .7-6) 可 得 . 
a6=(—1)(—1)+(—1).0+0.(—1)=1, 


(1.7-18” 


中 有 向 角 的 概念 , 可 以 参阅 第 35 页 的 脚注， 
es。 4 。- 


c=(—1).2+ (~1):1+0:1=——$8, 


因而 可 得 
1 地 

(onle, D-H TIT” 

所 以 (qa, b) -5 z 
ac —3 /6 

(2) 射影 a=-TcT- 了 -~ 3 

例 5 利用 数 性 积 证 明 柯 西 - 施 瓦 兹 (Cauchy-Schwarz) 不 等 
式 

(> A ) <Ya b,, 

证 设 = 101, wy) Ws}, b= {01, bs, b;}, 
因为 a:b= lal.|b|cos/ (a, 0b) 
而 -li<cos/ (ga, b)<L, 

所 以 la:bl<lal.16|, 
人 而 得 | 训 az < 太史 
所 以 (Bah) < Fb. 


耻 题 


i. 证明. 

(i) 天 量 a 垂直 于 天 量 〈《ab)c 一 (ac)B; 

(2) 在 平面 上 如 果 ma 不 平行 于 mm 且 aa=boa(i=1 2)， 那么 就 
有 a&a=b; : 

(3) AB.CD+B0.AD+0A.BD=0 

2. 已 知 矢 量 a,b 互相 垂直 , 矢量 c 与 w b 的 夹 角 痢 为 60°, lal=1, 


|b| =2, |c| = 3, 计算 : 
(1) (ot+b)’, (2) (a+b)(a—b); 


(3) (3 ~ 26) (6 — 3c); (4d) (g++2b— ce)2, 
: .。47 。 


= 二 


3. 计算 下 列 各 题 . 

(1) 已 知 等 边 三 角形 4BO 的 边 长 为 1 且 BO=a,C4A4=b, 4B=c, 求 
gbtib'cti+era: z 

(2) 已 知 a, b,c 两 两 瑟 直 , 有 |a|=1, 16|=2, |cl|=3, 求 r=~at+b+c 
的 长 和 它 与 mw bc 的 夹 角 ; 

(3) 已 知 we 十 35 与 7a 一 5b 垂直 , 且 4&4 与 749 一 2b 土 直 ， 求 ap 的 
夹 角 ; 

(4) 已 知 |@l=2, 165|=5, 了 (ep =- mr p=39—b, gqg=Aa+1i7b, jo 


条 数 入 取 何 值 时 bp 与 gq 垂直， 

和 4， 用 天 量 法 证 明了 下 各 题 ; 

( 三 角形 的 余弦 定理 @? =b?+c? 一 2be cos 4 

(2) 平行 四 边 形 成 为 攻 形 的 充 要 条 件 是 对 角 线 互相 垂直 ; 

(3) 内 接 于 半圆 且 以 直径 为 一 边 的 三 角形 为 直角 三 角形 ; 

(4) 三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 共 点 县 这 点 到 各 顶点 等 距 ; 

(9) 空间 四边形 对 角 线 互 祖 懂 直 的 充 要 条 件 是 对 边 平方 和 相等. 

6. 蕊 知 平行 四 荔 形 以 a= {2, 4 一 ,b= 入， 一 2, 自 为 两 边 ，(1) 求 它 
的 边 长 和 内 角 ; (3) 求 它 的 两 对 角 线 的 长 和 夹 角 ， 

6， 已 区 和 ABO 三 顶点 4(0,0,3), 8(4,0,0),0(0,8, 一 3), 试 求 (1) 三 
角形 三 边 长 ; (2) 三 角形 三 内 角 ; (3) 三 角形 三 中 线 长 ; (4) 角 4 的 平分 角 线 
矢量 4D( 终 点 也 在 BO 边 上 ), 并 求 4D 的 方向 余弦 和 它 的 单位 矢量 ， 


$1.8 两 拓 量 的 和 撩 性 积 
定义 1.8.1 两 矢量 @ 与 六 的 入 性 积 (也 称 外 积 ) 是 一 个 矢 
量 , 记 做 ax6b 或 [ab], 它 的 模 是 : 
laxbl=laliblsin/ (a, b), (1.8-1) 
它 的 方向 与 a 和 已 都 垂直 ,并 且 按 g，D， xx 这 个 顺序 构成 右手 
标 锅 {0; qa, b, xD( 几 1-38). 
物理 学 中 的 力矩 是 一 个 矢量 , 这 是 两 个 矢量 的 矢 性 积 的 实例 ， 
如 图 1-839, 如 果 力 了 的 作用 点 是 4, O04 一 7, 那么 力矩 R= 二 7 Xf. 
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钢 1-38 / 图 ”1-39 


因为 平行 四 边 形 的 面积 等 于 它 两 邻 边 长 的 积 乘 以 夹 角 的 正 
弦 , 所 以 由 以 .8-1) 得 . 

定理 1.8.1 两 不 共 线 矢量 @ 与 6 的 矢 性 积 的 模 等 于 以 a 
与 NT i .. 

定理 1.8.2 两 矢量 @ 与 85 共 线 的 充 要 条 件 是 axb- 0. 

证 类 统 间 包 折 局 黄 这 灾 是 册 让 拓 ) 由 
(1.8-1) 知 |ax5|==0, 从 而 @x656=0; 反 过 来 , 当 ax5=0 时 ， 那 
么 由 (1.8-1) 知 ,或 a=0, 或 5~0, 或 a /58, 因 为 零 和 拓 量 可 以 看 成 
与 任何 矢量 共 线 ,所 以 总 有 a /5, 命 题 得 证 ， 

矢量 的 矢 性 积 满足 下 面 的 运算 规律 ， 

定理 1.8.8 矢 性 积 是 反 交 换 的 , 即 ， 

axb=— (bxa). (1.8-2) 

证 如 果 a 与 65 共 线 , 那么 ax6 与 bxa 都 是 零 撩 量 ( 定 理 
1.8.2)， 这 时 定理 1.8.3 显然 成 立 ， 如 果 @ 与 5 不 共 线 ,那么 
laxbl=|allblsin/(a, b=|b|.|alsin /A (6b, qa), 即 axb 与 
bx a 的 模 相 等 ; 又 根据 矢 性 积 的 定义 , @ x5b 与 5xa 都 间 时 垂直 
于 @ 与 6, 因此 ax6b 与 6xa 是 两 共 线 矢量 ,其 次 由 于 按 顺 序 
2 b, axb 与 56, a, bxGa 分 别 构成 右手 标 架 {0; a, bb, axb0} 
与 40; 8, a, 6xaj} (图 1-38)， 所 以 ax8 与 6x 的 方向 相反 ,， 
从 而 得 axb6= 一 Bxa)， 
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定理 1.8.4 矢 性 积 满足 关于 数 因子 的 结合 律 , 即 
Maxb)= Na) xD 一 CCXx(D)， ( 工 .8-3 ) 
式 中 加 2 为 任意 矢量 ,和 为 任意 实数 
证 如果 和 =0 或 者 a,b 共 线 , (1.8-3) 显 然 成 江 . 如 有 果 入 0, 
且 Qa, 2 不 共 线 ,那么 因为 
axb)|=|Ih al lblsin (a, b), 
(Ag8) XB = IAad| blsin (Ma, 8), 
lax (6)|=ilallWisin/ (a, 0). 
所 以 三 个 矢量 入 a x6)，(ha) x6B, Ex(O) 的 模 相等 ， 其 次 容易 
知道 ,这 三 个 矢量 当 入 >0 时 ,都 和 @x6 的 方向 相同 ， 当 入 <0 时 ， 
都 和 a xb 的 方向 相反 ,因此 三 个 矢量 方向 也 相同 ， 从 而 (1 .8-3) 
”推论 设 和 ,为 任意 实数 ,那么 \ 
Ma) x (pb) = WN) ux). (1.8-4) 


定理 1.8.5 欠 持 积 满足 分 配 律 ， 即 
(at+b)xc~=~axcectbhbxce. (1.8-5) 


证 如果 a, 56, c 中 至 少 有 一 个 是 零 失 量 或 a, b,c 为 一 组 
共 线 矢量 , (1.8-5) 显 然 成 立 . 和 在 全 全 个 一下 作客 ， 我 们 来 证 
明 (1. 8-5) 也 成 立 ， 

设 C 为 c 的 单位 矢量 , 先 证 拥 下 式 成 立 ; 四 

(@ 十 六) xc =@xco+bxe (1) 

言 先 , 我 们 可 用 下 面 的 作 图 法 作出 矢量 @ x er. 

通过 和 拓 量 & 与 ?的 公共 始点 0 作 平 面 w 县 直 于 c?( 图 1-40)， 
日 天 量 @ 的 终点 4 引 4411x, 41 为 重 足 ,由 此 得 矢量 @ 在 w 上 上 
的 射影 矢量 041, 再 将 O44 在 平面 w 上 绕 0 点 依 顺 时 针 方 向 ( 自 
c" 的 终点 看 平面 x) 旋转 90°, 得 04s ,那么 04s=-axco 

事实 上 , 由 作 图 法 知 04s a, 0As Le', 目 {0; qa, co 043} 
® O00 。 


-图 1-41 


构成 右手 标 架 , 所 以 O45 与 axe? 间 方向 ; 如 果 设 人 (a, co) 一 9 
那么 104s|=|04:|=|lalsing=|al. “|c°|. sin/(g, 1 所 以 
04; = 一 红 XeCo 
现在 来 证 明 (D 式 ,如 图 1-41 所 示 , 设 04=a, 3472- b, 那么 

0B~a+b， 并 设 04i, 4 记 ，0BI 分 别 为 04，A 有 B，08B 在 重 
直 于 ce? 的 平面 w 上 的 射影 矢量 , 再 将 041, 41，0 刀 在 平面 

w 内 分 别 绕 点 0 依 顾 时 针 方 向 ( 自 c? 的 终 点 看 平面 zz) 旋转 90° 得 
04s，4sBs，0Bs, 依 上 述 作 图 法 可 知 

Olds = x AsBo=bxe', OP 一 (CE xco 


而 0B,= O04s+ AsB, 
所 以 (ag-+t0)xc =axe +bxe® 


现在 我 们 来 证 明 民 .8-5) 成 立 . 
将 (了 D 式 两 边 乘 以 |c|, 利用 (1.8-3) 得 


(a+b)x|ceclic=@ax cc +bx|elc®, 


但 c 一 |clco， 
所 以 (atrb)xc=axctodxe, 
推论 
cx(arb=cecxet+exb (1 .8-6) 


证 cx(a+b)=-(udtbe=—~-uxece-bxc 


一 CXC 二 CCXDO 


jl。 


由 于 矢量 的 矢 性 积 满足 这 些 运 算 规 律 ， 因 此 它 与 矢量 的 数 狂 
积 一 样 , 也 可 以 象 多 项 式 的 乘法 那样 进行 展开 , 例如 
(uaGi 上 和 ago) X (NaGas 二 和 asGa ) 
= Nhs Xx Ca ) 十 NG X Qs) hss (Qs X qs) 
+ hsNs (ta x as). 
但 是 必须 注意 矢 性 积 不 满足 交换 律 , 而 具有 反 交 换 律 , 所 以 在 矢 性 
积 的 运算 过 程 中 , 其 因子 矢量 的 次 序 不 可 以 任意 颠倒 ,如果 交换 矢 
性 积 的 两 个 因子 矢量 ,就 必须 改变 符号 , 即 换 成 它 的 反 矢 量 . 
例 1 证 明 (a -6)x(at+6) 2(ax6b), 并 说 明 它 的 几何 意 
证 (ga-bx(atb=axa—-bxat+axb-bxb 
-0-bxa+axb—0 
-a xb+axb=-2(axb). 
它 的 几何 意义 是 ， 平 行 四 边 形 面积 的 两 倍 等 于 以 它 的 对 角 线 
为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 


例 % 证 明 
(axb0):+(a.b 2 =a . (1.8~7) 
证 因为 : 


(uxb) =ab? sin2 /(a, b), 
(Cu:0):=wb cos2 / (wu, b), 
所 以 
(a xb)+(a.b)’=a bb [sin /A (a, 6)+eos’ /A (qa, 6)) 
一 G202 
下 面 我 们 在 右手 直 关 坐标 系 {0;i, 7, 个 下， 用 矢 晶 的 分 量 
到 示 矢 性 积 . 
定理 1.8.6 如 果 0=Xi+tY1I 十 Zk, 6= Xo Yj + 
天， 那么 
。j2， 


jh 


1 | 


| 了; /1 。 
2 | 2 Za A3 i 人 A» 
(1.8-8) 
i J k | 
或 转 成 MX 一 | 和， 了， ZZ, (1.8-9) 
| X,Y Z| 
证 因为 


oxb=(XArY +IR) x (FA + Lak) 
— NIxXi) + RY xT +N Zo txk) 
YX TX HYY (I XI +IYZ (I XK) 
LIN RD EI RX ZL kx Ek), 
又 因为 坐标 矢量 i J], 是 三 个 两 两 互相 涉 站 的 单位 矢量 ,所 以 有 
ixi=0, fx7=0, kxk-0, 
xj=k Fxh=i kj), (1.8-10) 
了 久生 一 一 天 天 、 了 一 一 下 txk=.-7. 
从 而 得 
axb= (了 12 一 一 
+- (Ys Xo Rk, 
此 即 (.8-8) 式 ,利用 三 阶 行列 式 可 写成 (1 .8-9). 
例 3 已 知 空间 三 点 4(,2,3), 8B(2, 一 1,5), 0(3,2, 一 5)，, 
试 求 1) A4DO 的 面积 ; (2) 人 4BC 的 4B 边 上 的 高 . 


解 (1) 人 4BO 的 面积 = Cc D 
六 ABDC 的 面 -二 | 4B x 


AB= {1, —3， 2 上， 
4C= {2, 0， 一 8}, 图 1-42 


i 7 kk 


所 以 ABxAO0=|1 -3 2-24+127+6k, 


2 0 一 8 
从 而 [6x4G 一 和 /24 十 1 十 62 一 6V21， 


所 以 和 人 4BO 的 面积 =3 V321. 
(2) 因为 人 4BO 的 4B 边 上 的 高 OH 即 是 心 4BDO 的 4B 
边 上 上 的 高 ,所 以 


0 六 | -号 4B8DO 的 而 积 \_|4BxA0| 
[aAB |28| 
又 因为 Ab| = TT 3) a Vid4, 
所 以 [on ABxXAO| 6V 3VE. 
习 题 
] .已 知 lml 二 1, 1 一- ap 一 3, 斌 求 ， 
(1) la xb|: (2) [(at+b) x (oa—b)j,; 
(3) [(a—2b) x (b— 20)]. 


2 .证明 ， : 
Q) (axb)?<a2.b3, 并 说 明 在 什么 情形 下 等 号 成 立 ; 
(2) 划 | 床 we 十 DB 十 c 一 昌 那么 ep 二 pxXc=cxea 并 涪 明 它 的 几何 音义 
(3) 如 果 axb=cxd,axc==bxd, 那 和 qa 一 d 与 b 一 c 共 线 ; 
(4) 如 果 @ 一 pXn,b 一 q Xn;c=7 Xn 那么 @, b,c 共 面 . 
3. jl 果 非 零 天 量 71(1 二 4,3,3) 满 足 r1 一 r2 Xr3, ra 二 raXTl)r3 二 ri X ry 
那么 ri; ro ra 是 委 此 和 王 直 的 单位 天 量 , 并 且 按 这 次 序 构成 右手 系 . 

4. Ha={2, —5, 1,b=11, —2,3}, 水 与 多 9 帮 墨 直 ,， 且 满足 如 下 之 
一 条 件 的 天 景 c: 

(1) c 为 单 人 天 量 ; 

(2) cd= 10, 其 中 d=1{2,1, 一 7?. 

5. 在 直角 坐标 系 内 己 知 三 点 4(5,1, 一 1), BC0, 一 4,3), 0(1, 一 3,7), 试 
求 (1) 三 角形 4B0 的 面积 ; (2) 三 角形 480 的 三 条 高 的 长 


* O44 。 


5, 已 知 4a= :2,3, ,b= {5,6 向 ， 试 求 (DD 以 @,b 为 边 的 平行 四 边 形 
的 面积; (2) 这 平行 上 四边 形 的 二 条 高 的 去。 
7， 用 天 量 方 法 证 明 : 
(1) 三 角形 的 正 粥 定理 ; 
& 0 -~-_2 _， 
Sm 本 snp su IG 


(2) 三 角形 面积 的 海伦 (Heron) 公 式 ， 公 “ pp—a)(p— bp 一 9)， 式 
中 p= 地 (a+b 二 0), 人 为 三 角形 的 面积 


$1.9 三 矢量 的 混合 积 

在 研究 两 个 矢量 的 数 性 积 和 矢 性 积 的 基础 土 ， 现 存 我 们 来 研 
匈 三 个 矢量 的 乘积 ， 如 果 我 们 先 把 矢量 @, 8 作出 数 性 积 ,然后 再 
和 第 三 个 矢量 c 相 乘 ， 那 么 得 色 与 矢量 c 共 线 的 矢量 ， 因 此 这 样 
相 乘 的 情况 ,不 必 再 讨论 ， 

如 果 我 们 先 把 矢量 & 和 6 作出 矢 性 积 @x8， 和 那么 这 个 矢量 
还 可 以 写 第 三 个 矢量 c 骨 作 数 性 积 或 和 拓 性 积 , 在 前 一 种 情形 ,我们 
得 到 (a x5):c, 在 后 一 种 情形 ,我 们 得 到 (a x5)xc， 下 一 节 我 们 
将 讨论 (a x68) xc, 在 这 一 节 我 们 先 讨论 (qa x8):c 的 性 质 . 

定义 1.9.1 给 定 空间 的 三 个 矢量 &, 6, c, 如 果 先 做 前 两 
失 景 a 与 6 的 矢 性 积 ， 再 做 所 得 的 矢量 与 第 三 个 矢量 c 的 数 怕 
积 ， 最 后 得 到 的 这 个 数 叫 做 三 矢量 @ 6, Cc 的 混合 积 ， 记 做 
(axb):c 或 (ga, 0, cc) 或 (abce). 

混合 积 具 有 下 列 性 质 : 

定理 1.9.1 三 个 不 共 面 矢量 a, 5, c 的 混合 积 的 绝对 佳 等 
于 以 qa, 8, Cc 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 FF， 并 且 当 @, b,c 构成 
右手 系 时 混合 积 是 正 数 ; 当 a, 8, c 构成 左手 系 时 ， 混 合 积 是 负 
数 , 也 就 是 有 
/ (abc) = eV, (1.9-1) 

909. 


当 w， b,c 是 右手 系 时 s 一 1; 当 qa, b,c 是 左手 系 时 8 一 一 

证 ”由 于 a, 5, c 三 矢 不 共 面 ， 把 它们 归结 到 共 辣 的 始点 0 
可 以 构成 以 a, 5, c 为 楼 的 平行 六 面体 (图 二 43)， 它 的 底面 是 以 
a,b5 为 边 的 平行 四 边 形 , 面积 为 S= ax5|, 它 的 高 108 |=%, 
它 的 体积 为 =S:h。 | 


鸭 ”1-43 


根据 数 性 积 定义 
(axb):c='axbiiclcosb=S8.'c|cosb, (1) 
其 中 96 是 axb 和 c 的 夹 角 . | z | 
0 a, b,c} 成 右手 系 时 , 0 所 6 << < le cos0, _ 因 而 
由 全 得 
(axBb.c=S.p=V. 
3 {0;@g, b, ce) 成 左手 系 时 , 开 --0<m， p= 1c|eos(r -= 
eleow, 因而 由 (了 DD 得 | 
: (axob). C= -Mh=—V, | 
定理 1.9.2 三 矢量 a,b,c 共 曾 的 充 要 条 件 是 《a,b,c) 0. 
证 当 @ 与 0 兴 线 , 即 ax656=0 时 ,或 c=0 时 ,显然 a, b,c 
世面 且 又 有 (G@， b, c)=0., 下 向 假设 a 本， 不 到 汪 2 ， 旧 C 关 (0 我 
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们 来 证 明定 理 14.9.2 也 成 立 . 
如 果 {a, 5, c) =0, 即 (ax 相 :c=0， 那么 根据 定理 7. 1 有 
(a x6) 上 c, 另 一 方面 由 矢 性 积 的 定义 知 (axb)La, (axb) 4b, 
所 以 a, b,c 三 和 失明 共 面 
反 过 来 ， 如果 aq, 5, c 此 面 , 那么 由 (axbB) La, (ax 中 16b 
(定义 1.8.11 知 ({@x65)1c， 于 是 (a x0):c=0( 定 理 1.7.1),， 即 
(a, b,c)=0. 
定理 1.9.3 轮换 混合 | 并 不 改变 它 的 估 对 调 
任何 两 个 凡 了 要 改变 乘积 符号 
(abc) = ‘bea, 一 ab =—(bac) 
~ — (cba) = (acb). | 1. 9- 9) 
证 当 a, 5， ec 共 而 时 ,定理 显然 成 立 ; 当 qa, b， c 不 j 面 时 ， 
论 换 因子 或 对 调 因 子 ， 混合 积 的 绝对 值 都 等 于 以 05，0，ec 为 楼 的 
平行 六 面体 的 体积 (定理 1.9.1)。 又 因为 轮换 @， 5, c 的 顺序 时 ， 
决 不 会 把 右手 系 变 为 左手 系 ， 也 不 会 把 左手 系 变 为 右 于 系 ， 因而 混 
合 积 个 变 ， LB 当 对 调任 意 两 个 因子 的 位 * 置 时 ,就 将 右手 系 变 成 左手 
系 , 或 将 左手 系 谈 成 右手 系 , 所 以 这 时 混合 积 要 改变 符号 。 
准 认 和 证 
jee hey / (1.9-3) 
证 (axb):c=(abc)=‘bca)=(bxc :a=~a'(bxce). 
例 工 设 三 人 b, c 谢 必 @xBtbxetexa- “0, 试 证 
二 从 后 b,c 基 面 . 


证 由 axb+b xe- EXg@ “0 两 边 与 c 作 数 性 和 


得 (abc)+(bec)+(cac):=0, 
但 四 {bec)=0, (cac)=0, 


所 以 fabe) 一 0, 因而 @, b,c 共 面 ， 
下 可 在 右手 直角 坐标 系 {0; 忆 也 村 下， 我 们 用 矢量 的 分 量 


表示 三 个 矢量 的 混合 积 . 
”定理 1.9.4 如 果 a=X 必 + 了 Yj 十 Zk b= 二. 十 
Zok, C= 人 N+ -Zek, 那儿 


| 到: 7 Zi 
(abc)= | Aa Ta Lol, (1..9-4; 
| 瑟 s 上 :3 Za 
证 因为 根据 (1.8-8) 
z IF 7, 各 "4 
axb=, 7 ti 交 | | 
Ya Zsl | Zsa Xs ; Xa。 Ys| 


根据 数 性 积 的 分 量 玫 示 法 ,得 
‘(abc)=(axb).c 


1 Z1 | y | 01 X11 | | yg | XN 了 | 


一 从 4 | is» 
IY 2 Za Xs| | Ys | 


所 以 (4.9-4) 成 立 . 
根据 定理 于.9.2， 从 ( 工 .9-4) 式 ,立即 到 得 ; 
三 个 矢量 @={X Yi 21},， b={Xs, Fs, Zo}, C= 
{下 s, 了 ,Za} 共 面 的 充 要 条 件 是 : | - 
1 Tr Li| 
Xs 了。 2 | - 
六 3 1 2 | 
这 个 结论 就 是 定理 1.5.5 的 内 容 : 
例 2 已 知 四 面体 4B0D 的 顶点 坐标 A(0, 0,0), B.6,0, 6), 
C(4, 3, 0), D(2， 一 1,，3), 求 它 的 体积 。 
解 ” 出 初等 几何 知道 ， 四 面体 4BOD 的 体积 六 等 于 以 4B， 
AC Hi AD 楼 的 平生 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 ,内 此 
= 于 |(4 AG, AD)]; 


。 005， 


6 0.46 
所 以 (AB, AC, 4- 4 38 0|=-6, 
2 -1 8 
从 而 -|(AB, AG, AD)|=1. 


例 3 设 a, 5,c 为 三 个 不 共 面 的 矢量 , 求 矢量 Q 对 于 @&, 有 
c 的 分 解 式 ， 
解 ” 因 为 4a, 5， ec 不 共 面 , 所 以 根据 定理 .4.3 总 有 
d =zxa-tybt+2c, 
为 了 要 决定 % 的 值 ， 可 在 等 式 两 边 分 别 与 矢量 Xec 作 数 性 积 , 即 
在 等 式 两 边 分 别 与 6, c 作 混 合 积 , 那么 有 
(dbc) =z(abc) +y bbc ) +s(ebe), 


而 (bbce)= (cec)=0, 
所 以 (dbc)=z(abce), 
因为 g@，6，c 不 共 面 ,所 以 (apc) 关 0, 因此 
2 (dbe) : 
(abc) ’ 


同 理 可 求 得 y 与 2 的 值 为 


_(aqde) ,. (abd) 
J (aye)’ (abc)* 


如 果 取 直角 坐标 系 ,并 设 ga, 6, Cc, qd 的 分 量 分 别 为 
d= {01, do, Vs}, b= {0b1, 0s, be}, 
Cc~ {0 Cs, Cs}, d= {di, ds, ds}, 
将 这 些 分 量 代 入 上 面 的 d 对 a, 6, ce oe z, 35 的 表达 
式 , 那么 容易 看 出 ; 上面 的 解法 就 是 解 线性 方程 
* 9 » 


(t+ bay -cis= dy, 
1 站 a 必 十 boy +- Caz = ds, 
ast + boy + cae: 一 


的 克 革 姆 (Gramer) 法 则 ， 


3， 证 朋 下 列 各 题 : 
(UL) (a,b, 2c)=A(a, b,c); 
(2) (a,b, C1+ ea) = (a, b, ci) +(a,b , C2): > 
(3) (@, bp, c+ ha+ nb)= (a, b,c): 
(4) (atb,b+c,cta)=2 .a,b,c), 
2. 设 径 冬 OU =ry OB= ro O00 R= Cr rx ral+ 
(rsxrD) 垂 直 于 4BC 平面 ， 
3. 人 设 4 二 (diel 十 bies 十 (jes, Ve + Does es 3, WW set"F Ose C68 
试 证 昭 。 a bi a 
(UU, b, WW) 一 a 和 C2 | 《edy eaoy E3)。 
四 | aa pa es 和 
4. 已 知 直角 稚 标 系 内 天 全 六 c 的 分 分 他, 剂 刚 这 邮 天 量 蚌 否 装 面 ? 如 
采 不 共 面 , 求 出 以 它们 为 三 邻 边 作成 的 平行 六 面体 体积 . | 
四 a{3, 4, 5}, b{i,2, 2} ,ci9, 14, 16}; 
(2) af3, 0 -bf2, -3},，e{f~1, ~2,3. 四 
D， 忆 知 站 人 角 沦 标 系 内 4、 已、 0、 万 四 点 坐 攻 判刑 它们 是 否 共 而 ? 如 果 
不 共 面 , 求 以 它们 为 项 点 的 由 面体 体积 和 从 顶点 D Ho 和 高 的 长 。. 
C1) 101,0,1), BC4,4,6), CC2,2,3), D10,14,17), 
(2) 402,8,1), Bd, 1 CC6,3:7), D(C—5,4,8), 


三 类 八 旺 量 的 双重 欠 性 积 

议 在 我 们 来 便 守 二 个 拓 量 的 另 一 种 乘积 . 

定义 1.10.1 给 定 空间 二 和 插 量 , 先 作 其 中西 个 矢量 的 矢 性 
积 , 再 作 所 得 矢量 : 0 蕊 个 天 是 的 天 性 供 , 那么 最 后 的 结 灯 仿 然 本 
*。 00 。 
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一 矢量 , 叫做 所 给 三 矢量 前 双重 关 性 积 简称 为 三 矢 夭 积 ， 

例如 (&@ x 如 xc 就 是 三 矢量 , 5, c 的 一 个 双重 矢 性 积 。 

首先 我 们 可 以 明确 ; (a x5) xc 是 和 a, 65 共 面 且 垂直 于 c 的 
矢量 ,这 是 因为 根据 矢 性 积 的 定义 , 立即 知道 (gx) Xxc 与 矢量 c 
焉 直 ， 并 且 它 与 axb 垂直 ， 而 a,6 也 与 axb 垂直 ， 所 以 
(xb)xc 和 @, bb 上 共 面 . 

双重 失 性 积 的 上 述 几何 关系 可 以 概括 为 下 面 一 个 定理 

定理 1.10.1 

(axé) xe=a.0b- (boa (1 .10- 人 1 

证 ”如果 @, 5b, c 中 有 一 为 零 失 量 , 或 a 与 5 共 线 , 或 C 与 
a, 0 都 垂直 , 那么 代 .10-1) 两 边 都 为 零 矢 章 , 定理 显然 成 立 . 

现在 设 @, 8 ec 为 三 个 非 零 矢量 , 且 与 5 不 共 线 ， 为 了 证 明 
这 时 (1.10-1) 也 成 立 ， 我 们 先 证 明 (1， 10-1) 中 当 c=g@ 时 成 立 , 即 


(axbxa=(aN)b- (aba. (1) 
由 于 (@X 旭 xa, qa,b 兴 而 ,而 @' 与 6 不 共 线 ， 从 而 可 设 
(axbxa=Mia+ub, 人 
全 并 两 边 先后 与 4. 作 歼 性 积 得 
X(a2) -HHN(GB) 一 0， 3 
ACab) + ub?) = (axb)’. (9 
蕴 用 公式 (1.8~7) 由 (3)、(4) 解 得 
| =-ab, p=a, | (5) 
(5) 代 入 (2) 即 得 (DD. 


下 面 证 (.10-1) 成 六 , 因为 三 矢量 a, 5b， @ x 不 共 面 所 以 
对 于 空间 的 任意 矢量 c， 根据 (1.4-8) 总 有 “””” 
c=agiBbt+y(axb), (6) 
从 而 有 
有 1 


(axb) xc=(@xb) x [ae 二 85 二 7(EXB)] 
| ~a[(axb) xal—Bibxa)xb], 
利用 (1) 式 可 得 z | 
(axb) xc=at(a’)b— ab)al -Bib a-(ab)b] 
= [a(@’) Blab)lb— [aab) 二 BC)]G 
=ja:(oa+-Bb+ry(axbD)b 
-[b.(ag-+Bb+y(axb))la 
= acb- bea. | + 
即 (1.10-1) 成 六 ,定理 让 比 ， 
必须 指出 ,在 一 般 情况 下 


(axb)xecezax (bxo), 


这 是 因为 本 
ax bxce)= -xc)xa=cxb xa 
=(acb-(abc, 


~ axbxc)=ac)b— (abc. (1 .10-2) 


比较 公式 (1.10-1) 和 人 红 .10-2) 可 知 ,a x (5xc) 和 和 (ax xc 
在 一 般 情 况 下 是 两 个 不 同 的 天 量 ,因此 双重 矢 性 积 不 满足 结合 律 ， 

但 公式 (1.10-1) 和 (1.10-2) 有 共同 的 易于 记忆 的 规律 ， 三 欠 
量 的 双重 夫 性 积 寺 于 中 间 的 舌 量 与 其 余 油 和 拓 量 的 数 性 积 的 来 积 减 
去 括 乡 中 尺 一 个 矢量 与 其 余 两 矢量 的 数 性 积 的 乘积 ， 

利用 公式 (1.10-1) 可 以 证 明 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 


qa ab’ 
(1,10-8) 


(axb):.ta'’xb = 


ba’ b.0' | 
这 是 因为 由 公式 (1.9-3)，(1.10-1) 得 
(ECX CQ xb)= [axb xab 
一 [cc bba’’alb’ 
(ag) be)— (ab) bea), 
02.. 


这 就 是 (1.10-3). 
拉 格 明日 恒等式 的 一 个 特殊 情况 是 
axb :=a ab 
这 就 是 (1 .8-?7). 
例 1 试 证 (@xb)xc+-bBxc)xat(cxa)xb=0 
证 内 为 (axb)xc=(a:c)6— (Bc)a, 
(bxc)xa=(a:bc— (qa.c)b, 
(cxa)xb=b.ca- (a.be, 
三 式 相 加 得 (@xbbxci+bxc)xgati (cx a) xb=0. 
例 证 明 | 
(a@xbx(axb)= (abb a’— (aba Nb 
z ~(aab)b— (ba'b’)a. 
证 (了 ) 设 @x6b5=e, 可 是 : 
(axbx(axb =ex a xb’ 
“=e@.b a’— (ea \b 
=“[(axb:.ba’ -Traxb) :ab 
— (abb’ a’ (aba’b’ 
(2) (a@xb xaxb = (axb) x axdb) 
=—[(@bb a (ab'a)b) 
— aabb— bab’)a. 


习 题 
1. 在 直角 坐标 系 内 已 经 知道 al1, 0, 一 耳 ,b{1, 一 3, 0}, c{ 一 1,3, 如, 求 
(avb)xciiax{byxe) : 
<“， 证 明 对 于 任意 天 量 ”4 一 了 2 3 4 下 式 成 立 : 
(Cr1XY3) (YaXrO)+T Er ro Or 十 tv (ra X70) = 0, 
3, i (axb)y ayd={abdo. 
4. 计 明 (axb,c\d,exf)=(a,b,d)(ec,e,f)~ (a,b,c)(d,e,f)., 
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5， 汗 及 Ge 北 而 的 全 本 条 件 且 bxc,cya, 和 XB 闪 面 ， 
6， 半 于 任意 wp,eyd， 证 明 
(b, C， C)G — (©, d, a)b+(d, 人 bc (a, b, d=0 | 


2 束 培 | z 

解析 几何 是 用 代数 的 方法 来 研究 几何 ， 从 而 把 儿 何 问题 的 讨 
论 ， 从 定性 的 研究 推进 到 可 以 计算 的 定量 的 层面 . 为 了 把 代数 的 
方法 引入 到 几何 中 来 ,这 就 必须 把 空间 的 几何 结构 代数 化 ,这 也 是 
解析 几何 的 基础 ， 在 这 一 章 里 , 我 们 系统 地 介绍 了 矢量 代数 的 基 
本 知识 , 它 实 质 上 是 一 个 使 空间 几何 结构 代数 化 的 过 程 . : 

我 们 知道 ， 当 空间 取 定 一 态 0 后 , 空间 的 任意 点 对 就 与 它 的 
径 矢 OP 成 一 一 对 应 ， 这 样 关于 点 的 几何 问题 就 与 矢量 联系 起 来 
了 ,由 于 矢量 可 以 进行 运算 , 因此 通过 矢量 也 就 把 代数 运算 引入 到 
几何 中 来 了 ， 

对 于 矢量 的 运算 ， 我 们 首先 介绍 了 矢量 的 线性 运 委 ; 即 矢 量 的 
加 法 与 数 乘 ( 即 数 滋 矢量 ), 对 于 矢量 的 加 法 , 它 具 有 下 面 的 运算 规 
律 ， : 

1) at+b=8+a; 

2) 《GC 十 人 十 C 一 CE 二 (十 C); 

3) a+0=a; 

4) ga--(—a),=(0. 

对 于 数 乘 它 具有 下 而 的 运算 规律 ， 

5) 1 一 CG; 

6) AM)a= Na; 

0) (MEFHWIG=NG + wd, 

8) Aatb) =a Nb 

利用 矢量 的 线性 运算 ， 就 可 以 郁 决 儿 何 中 的 与 其 线 . 共 面 
。64 。 


分 点 等 有 关 的 仿 射 性 质 的 几何 问题 ; 为 了 解决 几何 中 的 与 长 度 . 交 
角 等 有 关 的 度量 问题 ， 我 们 又 介绍 了 两 矢量 ， a 与 b 的 数 性 积 或 称 
内 积 . 

, 7 ab=lal.iblos/ (a, 全. 

内 积 具有 下 面 的 运 筑 鸯 律 : 

9) a.b=b.a; 

10) Maub) c= +u(be)o, 

1i}) CC 一 a*>0, (a=0). 

为 了 解决 空间 的 几何 问题 ， 我 们 还 介绍 了 两 矢量 的 矢 性 积 或 
称 外 积 , 三 矢量 的 混合 积 ; 最 后 介绍 的 二 矢量 的 二 重 和 性 积 它 的 
公式 | | 

(axb\xc= - (ac)b — (bo)a 
就 使 得 至 个 以 上 类 量 的 相 邓 总 可 以 转化 为 三 矢量 的 相 乘 ， 从 而 我 
们 就 没有 必要 讨论 三 个 以 上 的 矢量 相 乘 了 . 

我 们 在 这 里 所 说 的 矢量 ,都 可 以 理解 为 有 向 线段 如 果 我 们 不 
游 虑 矢量 的 这 种 具体 的 含意 ， 而 只 考 虚 @ 5 ec，.. 等 元 系 构 戚 的 
集合 这， 在 这 集合 中 规定 了 满足 1) 一 一 4) 的 加 法 与 满足 5) 一 -8) 的 
获 乘 两 种 运算 ， 其 中 %， 都 是 实数 ， 那么 我 们 在 高 等 代数 里 可 以 
看 到 ,集合 人 就 称 为 实数 域 上 的 矢量 空间 (或 称 线性 符 间 )， 知 果 
我 们 在 这 个 集合 里 再 规定 满足 9)—10) 的 内 积 ， 那么 我 们 就 称 
六 为 殉 几 里 得 矢量 空间 . 因此 ， 我 们 在 这 一 意 中 ， 在 空间 引进 了 以 
有 有 站 线段 来 表示 的 矢量 与 满足 1)—4) 的 矢量 的 地 法 ， 满足 5)—-8) 
的 天 量 的 数 乘 ， 以 及 满足 9)—11) 的 矢量 的 内 积 ， 它 实 际 上 是 把 空 / 
间 的 几何 结构 代数 化 为 欧 儿 时 得失 基 空 间 的 一 个 具体 的 模型 ， 我 
们 所 说 的 用 矢量 方法 来 处 理 儿 何 问题 ， 实 际 上 就 是 把 几何 学 的 一 


人 QTNCAGe) TD el) 二 和 于 下 于 人 La) :p=A ‘a b), 
orb) c=o.cib.:c, . - 
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些 推理 转化 为 在 这 个 网 几 里 得 矢量 空间 模型 上 的 以 矢量 的 运算 规 
律 为 基础 的 代数 的 演算 ,这 样 ,代数 的 方法 也 就 引入 到 史 何 中 来 了 
在 这 一 章 中 ,我们 又 通过 矢量 引进 了 标 架 与 坐标 的 概念 , 这样 
就 使 得 天 量 汪 有 序 实数 组 ( 即 坐 标 或 称 分 量 ), 扩 号 有 序 实 数组 ( 即 
坐标 ) 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 ,这 样 就 使 得 空间 的 几何 绪 构 数量 化 
了 ,从 而 矢量 的 运算 ， 也 就 转化 为 数 的 运算 ， 这 对 我 们 在 计算 上 带 
来 很 大 的 方便 ,但 是 必须 注意 , 在 解决 实际 问题 时 ， 必须 适当 的 选 
取 坐 标 系 , 使 计算 简化 ， 
在 这 里 还 要 指出 ， 我 们 在 这 一 章 中 , 所 介绍 的 尔 量 运算 的 定 
与 运算 的 规律 ， 是 和 坐标 系 的 选取 无 关 的 。 矢量 运算 村 过 
谎 ， 因 选 取 不 同 的 举 标 系 将 会 出 现 不 同 的 表达 式 ， 例如 两 矢量 a 
b 的 数 性 积存 直角 坐标 系 下 为 
z ob Xe tT 十 儿 19， (1) 
其 中 斑 ，， YF ,Zi 与 和 as， ZL 分 别 为 @ 与 的 直角 代 标 企业 
如果 选取 一般 的 仿 射 全 标 和 | 设 
@@ 一 飞 161 十 了 1423 十 Zies， 
b~— Xe +Y,es + Ze, 
那么 根据 数 性 积 的 运算 规律 有 
ab— XY YtYVeitI ett (XIYs+ Xs)ee, 
+ (XiZs+ Zi erest (YZ + Ya) ees, (2) 
它 的 值 决 定 于 坐标 系 的 基底 @1, es, es 间 的 数 性 积 , 它 对 给 定 的 化 
标 系 都 是 已 知 的 对 于 矢量 的 模 与 两 点 间 的 距离 也 可 以 得 出 类 似 
的 公式 .比较 (D ，( 史 两 式 ,十 分 清楚 ，( 也 式 要 简单 得 多 , 因此 我 
们 在 讨论 长 度 、 角 度 等 度量 问题 时 ,我们 总 是 尽 可 能 采用 直角 举 标 
系 , 以 简化 我 们 的 公式 , 但 是 在 涉及 到 相交 、 共 线 . 共 面 等 仿 射 性 质 
问题 时 ,采用 直角 坐标 系 与 一 般 仿 射 从 标 系 其 结论 是 相同 的 ， 有 时 
采用 仿 射 坐标 系 将 会 更 方便 ， 
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第 二 章 轨迹 与 方程 


在 平面 上 或 空间 取 定 了 标 架 之 后 ， 平 而 上 或 空间 的 点 就 与 有 
序 洋 数组 (2, 胃 或 (w, y, 2) 建立 了 一 一 对 应 的 关系 ,在 此 基础 上 ， 
我 们 将 进一步 建立 作为 点 的 轨迹 的 曲线 、 曲 面 与 其 方程 之 间 的 联 
系 ， 把 研究 曲线 与 曲面 的 几何 问题 ， 归 结 为 研究 其 方程 的 代数 间 
题 , 从 而 为 用 代数 的 方法 对 一 些 曲 线 与 曲面 进行 研究 创造 了 条 件 ， 


N 2.1 下 面 曲 线 的 方程 

在 这 里 ,平面 上 的 曲线 (包括 直线 ), 都 是 看 成 具有 基 种 特征 性 
质 的 点 的 优 合 . 曲线 上 点 的 特征 性 质 , 包含 着 两 方面 的 意思 ,就 是 ， 
四 曲线 上 的 点 都 具有 这 些 性 质 ; @@ 具 有 这 些 性 质 的 点 都 在 曲线 上， 
因此 曲线 上 点 的 特征 性 质 , 也 可 以 说 成 是 点 在 曲线 上 的 充 要 条 件 

蜡 线 上 点 多 特征 性 质 ,在 建立 了 化 标 系 的 平面 上 , 它 反 映 为 其 
线 上 点 的 两 个 坐标 2 与 y 所 应 满足 的 相互 制约 条 件 ,一 般 用 方程 

(wv, y=0 

或 y=f (2) 
“来 表达 ， 

定义 2.1.1 当 平 面 上 取 定 了 标 架 之 后 ， 如 果 4 个 方 各 与 一 
条 曲线 有 着 关系 ，Q@ 满足 方程 的 (zw, y) 必 是 曲线 上 某 一 点 的 从 
标 ; 人 @@ 出线 上 任何 一 点 的 坐标 (z, 9 满足 这 个 方程 ， 那 么 这 个 方 
程 就 叫做 这 条 曲线 的 方程 ,而 这 条 曲线 叫做 这 个 方程 的 图 形 . 

为 了 方便 起 见 , “点 的 坐标 满足 方程 ”这 句 话 常 说 成 “点 满足 方 
程 ”， 

根据 上 曲线 方程 的 定义 ， 则 线 上 的 点 与 其 方程 的 解 之 间 有 着 一 
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一 对 应 关系 ， 这 样 ,研究 曲线 的 几何 问题 , 就 可 以 转化 为 研究 其 方 
程 的 代数 问题 了 . 
对 于 一 条 给 定 的 此 线 , 要 求 出 它 的 方程. 实际 上 就 是 在 给 定 的 

伦 标 系 下 , 将 这 条 轩 线 上 的 点 的 特征 人 性质 , 用 关于 血 线 上 的 把 的 醒 
个 坐标 zx, y 的 方程 来 下 达 , 现 举例 说 明 于 下 ; 

” 例 1 求 圆心 在 原点 ,半径 为 畏 的 加 的 方程 . 

解 根据 圆 的 定义 ， 圆 上 任意 点 Ne, 内 的 特征 性 质 ， 即 
Me, 幼 在 加 上 的 充 要 条 件 症 MM 到 圆心 0 的 距离 等 于 半径 R, 如 
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应 用 两 所 距 遍 公式， 得 


(1) 
两 边 平方 得 四 
| 22 十 012 一 六 2， \2.1-1) 
由 于 方程 (2.1-1) 与 (1) 同 解 ,所 以 (3.1-3) 即 为 所 求 图 的 方程 
完全 关 似 地 , 可 以 求 得 网 心 在 (0， 5) 半 径 为 B 的 圆 的 方程 是 
+b) = (2.1-2) 
” 求 和 曙 线 的 方程 ,有 时 在 化 简 过 程 中 , 会 增添 不 属于 给 定 条 件 的 
和 穴 ， 这 时, 必须 从 方程 开始 检查 一 下 ,把 方程 中 代 天 那些 不 符合 
给 定 条 件 的 点 限制 掉 . 
例 2 已 知 两 点 4( 一 2, 一 9) 和 B(2,2)， 来 满足 条 人 站 4| 
B14 的 动 点 耻 的 轨迹 方程 下 
解 ” 动 点 到 在 加 迹 上 的 充 要 条 件 是 - 
- [MA| -1 MB|=4, 
用 点 于 的 你 标 (z， /来 表达 就 是 - 


be belie 0 ee Fi Pr 


CE 


rm 


移 项 位 
AAA 于 2 二 (0 二 区 2 一 WP- 一 2 十 (一 2)3 +4, 
。 03。 


两 边 平方 整理 得 


V2—2) + (y—2) 一 2 十 9 一 2， (3) 
再 两 边 平 万 整理 得 | 
2 2 z (4) 


因为 方程 (2) 与 (3) 辐 解 ， 而 方程 (4) 与 (3) 却 不 同 解 , 但 当 方程 (4) 
附加 了 条 件 z 十 y 一 2 之 0 即 z-+y 之 2 后 ， 方程 的 与 全 同 解 从 而 
方程 (4 与 (2) 同 解 ,所 以 方程 : 

00 一 2 (zj 


为 所 求 动 点 人 的 轨迹 方程 

这 里 在 方程 zy 一 2 中 附加 了 条 件 z 十 y 之 2, 其 意思 就 是 在 方 
程 wy=2 中 除去 使 z+y<2 
的 解 ， 因 为 这 些 是 不 符合 给 
定 条 件 的 多 余 的 部 分 ， 所 求 


的 轨迹 是 反比 函数 % 一 和 的 


图 象 一 一 双 曲 线 的 一 支 ， 即 
第 一 象限 中 的 部 分 (图 2-1 
中 的 实 线 部 分 )， 

在 解析 几何 中 ， 曲 线 又 
常常 表现 为 一 个 动 点 运动 的 
轨迹 ， 但 是 运动 的 规律 往往 不 是 直接 反映 为 动 点 的 两 个 坐 炒 w 与 
y 之 间 的 关系 ， 而 是 直接 天 现 为 动 点 的 位 置 随 着 时 间 t 改变 的 规 
律 。 当 动 点 按照 某 种 规律 运动 时 , 与 它 对 应 的 径 失 也 将 随 着 时 间 
t 的 不 同 而 改变 ( 模 与 方向 的 改变 )， 这 样 的 径 和 撩 ， 我 们 称 它 为 变 
矢 , 记 做 (i)， 如 果 变 数 ta<t<5) 的 每 一 个 值 对 应 于 变 矢 字 的 
一 个 完全 确定 的 值 ( 模 与 方向 )7(t)， 那 么 我 们 就 说 + 是 变数 的 
矢 性 沪 数 , 江 把 它 记 做 : 


图 2-1 


®- 09. 省 向 


T= t), oath (2.1-3) 
显然 当 + 变 化 时 , 矢量? 的 模 与 方向 一 般 也 都 随 荐 改变 . / 
设 平 面 上 取 定 的 人 慰 识 为 {0; @1, 6@3}y， 矢 景 就 可 用 它 的 分 量 米 
表达 ,这 样 矢 性 函数 (2.1-3) 太 可 以 号 为 
T(t)=2(ety(t)es, (a iEO), (2.1-4) 
其 中 24b，U(b 是 了 (人 攻 的 分 量 , 它们 分 别 是 变数 二 的 函数 
定义 2.1.2 若 取 ta<t<5) 的 一 切 可 能 取 的 值 , 由 (2.1-4) 
容 示 的 径 矢 7?( 引 的 终点 总 在 一 条 曲线 十 ， 反 过 来 ， 在 这 条 浊 线 上 
的 任意 点 ,总 对 应 着 以 它 为 终点 的 径 矢 ,而 这 径 和 所 可 由 二 的 菜 一 第 
toto<to 和 四 通 过 (2.1-4) 完 全 决定 ,那么 就 把 表达 式 (2. 革 和 叫做 
曲线 的 矢量 式 参 数 方程 ,其 中 的 二 为 参数 ， 
换 名 谓 说 ，〈2 .二 和 叫做 一 条 曲线 的 矢量 式 参 数 方程 , 如 果 当 
在 区 间 a<i<b 内 变动 时 , 径 和 撩 ?( 纪 的 终点 P(z(D), y(t)) 就 描 
绘 出 这 条 上 曲线 来 (图 2-2). 
因为 曲线 上 点 的 径 矢 ?() 的 分 量 为 2( 引 , y(t)， 所 以 曲线 的 
参数 方程 也 常 写成 下 列 形式 
| 2 (a<t< Db). (2.1-5) 
y—y(t), 
我 们 把 表达 式 (2 .1-5) 岂 做 曲线 的 坐标 式 大 数 方 程 ， 


Plx(t}, y(t 


图 33 


如 果 从 (2.1-5) 中 消去 参数; 《如果 可 能 的 语 )， 那么 就 能 得 出 

曲线 的 普通 方程 
Fw, y)=0. 

例 3 已 知 直线 1 通过 定点 凑 0o(zo, Yo)， 并 且 它 与 非 零 天 量 
0 一 { 和 ,了 } 共 线 , 求 直线 了 的 方程 ， 

解 ” 设 M(z, 9) 为 直线 1 上 的 任意 点 , 并 设 ONY=r, OM。= 
7o(] 半 2-38), 那么 点 站 在 1 上 的 充 要 条 件 汶 矢量 开 oM 与 吕 共 线 ， 
也 就 是 

NM=tp 
这 里 的 上 是 随 着 点 M 而 定 的 实数 ， 又 内 为 
MoM 一 人 一 人 0 
所 以 Tr — 16= {1, 
即 二 0 十 雹 (2.1-6) 
这 就 是 直线 三 的 矢量 式 参数 方程 , 式 中 的 从 -co<i<< 十 ce) 为 参数 ， 
由 (2.1-6) 容 易 得 到 直线 1 的 坐标 式 参 数 方程 为 
人 
WU 一 0 十 土 志 

直线 的 参数 方程 中 的 参数 有 一 个 简单 的 几何 意义 , 这 就 是 

当 是 单位 矢量 时 ,那么 点 用 与 Wo 之 间 的 距离 就 等 于 | 引 , 这 是 


(2.1-7》 


因为 下 sf | = |iv| = |t|. 
与 直线 1 共 线 的 非 零 矢量 叫做 直线 1 的 方向 矢量 , 显然 , 任 
何 一 个 与 直线 1 共 线 的 非 零 矢量 ,都 可 以 作为 直线 ! 的 方向 矢量 ， 
由 直线 的 参数 方程 (2.1-7) 消 去 参数 1 得 


一 化 
一 一 四 ca) 


@ 当 直 线 的 方向 矢量 名 的 分 量 层 ， 了 中 有 一 为 等 ,比如 下 =0 时 ，(2.1-9) 应 理 
解 为 和 一 2 一 0。 
7T 。 


方 穆 42.t8) 叫 做 直线 的 对 称 藉 方程 或 标准 方程 , 它 赴 一 个 二 元 一 
次 方程 可 以 把 它 > 写成 
Ar+ By-+-O==0, (2.1-0) 
这 里 A= 了, B= 人 ,0O=— (Fr Xoyo), 
反 过 来 ,任意 一 个 二 元 一 次 方程 (2.1-9) 都 表示 直线 , 这 是 四 
为 它 总 能 化 成 (2.1-8) 的 形式 . 事实 上 ， 在 方程 (2， 19) 中 任 取 一 
组 解 20; yo, 那么 有 
Azo | Byo -0 =0, 
所 以 (2.1-9) 可 以 改写 为 
4(z 一 zo) 十 BC 一 go) 一 0， 
0 YY 
Bb 一 过 
”六 程 人 2. 革 9) 叫 做 直线 的 一 般 方程 ， 从 上 面 我 们 看 到 直线 一 
般 方 程 (2.1-9) 中 系数 4 与 的 几何 意义 是 ; 矢量 g={B, 一 4 
是 直线 (2.1-9) 的 一 个 方向 矢量 ， 在 直角 坐标 系 下 ,显然 有 p= 
{4， 隐 垂直 于 矢量 9， 从 而 允 垂 直 于 直线 (2.1-9)， 我 们 称 p= 
{4， 刀 为 直线 (2.1-9) 的 法 拓 量 
给 定 两 直线 


ti, Aiw+Biyt+O1=0, 

la. Asw+ Bo + Os=—0, 
那么 到 与 如 的 方向 矢量 分 别 为 人 一 {B 一 41}, Vs 一 {Bs, 一 4s}; 
由 两 直线 的 方向 矢量 读者 容易 知道 两 直线 1 与 三 相交 的 充 要 条 
件 为 . 
St, 《2.1-10) 


两 直线 与 t 于 行 的 充 要 条 件 为 


4 BO 
As 万 03) 
两 直线 卫 与 1 重合 的 充 要 条 件 为 
4 Ca 
4 be Oa | 
而 在 直角 坐标 系 下 ,两 直线 五 与 的 交角 为 
AiAo + BiB 


A -+ 
从 人 硕 有 
A1B,— 42 


te <b {1a) 一 证 A A BrB, 


(2.1-11) 
(92.1219y 


《2.1-13) 


(2.1L14y 


例 4 一 个 圆 在 一 直线 上 无 滑动 地 深 动 ， 求 图 周 上 的 一 点 


加 迹 。 

解 取 直角 坐标 系 ， 设 
半径 为 c 的 圆 在 z 轴 上 深 
动 , 开始 时 点 卫 恰好 在 原点 
0( 图 2~4), 经 过 一 段 时 间 的 
深 动 ， 尖 与 直线 的 切 点 移 到 
4 点 ， 图 心 移 到 CO 的 位置， i 
这 时 有 ~ 

r=OP =0A44 4040P 


设 (= (OP, 04), 下 是 失 是 07 对 9 轴 所 成 的 有 疝 角 为 


六 (zt， OP) = -(T +0), 


则 OF ~iacos( -$0)+ + fa sin (- 和 -9 四 


2 
一 人 一 ~ a sin OE (— & cos0). 
又 ~ 104|=AP=a0, 
/ / “, OA4=abi, A0=af, 


; 73 ; 


T=—a(0— sinOi+o(l eon. (2.1-15) 
(2.1-15) 是 卫 点 轨迹 的 矢量 式 参 数 方程 ,其 中 9( 一 co0<90<+o%) 
为 参数 . 设 卫 点 的 坐标 为 (z, y), 那么 由 (2.1-15) 式 容易 得 卫 点 
的 化 标 式 参 数 方程 为 
人 (-coe<b<+eo) (2.1-16) 

y=0(1— eos0), 

取 0<90<xw 时 ,消去 参数 09, 便 得 到 卫 点 轨迹 在 0<0<x 时 的 一 
段 的 普通 方 各 | 
t= 0arc Cog 一 — M2ay— yy (2.1~17) 


这 个 方程 要 比 参数 方程 (2.1-16) 复 杂 得 多 . | 

当 加 在 直线 上 每 转 莲 一 周 时 ,点 卫 在 一 周 前 后 的 运动 情况 总 
是 相同 的 ,因此 曲线 是 由 一 系列 完全 相同 的 拱 形 曲 线 组 成 (图 3- 
这 种 关 线 叫做 旋 轮 线 或 称 为 拓 线 ， 


图 3-5 


例 友 已 知 大 图 半径 为 小 图 半径 为 b, 设 大 图 不 动 ， 而 小 加 
在 大 圆 内 无 滑动 地 滚动 , 动 国 周 上 某 一 定点 五 的 轨迹 叫做 内 旋 轮 
线 (或 称 内 摆 线 ), 求 内 旋 轮 线 的 方程 ， 

解 ” 设 运动 开始 时 动 点 忆 与 大 圆周 上 的 点 4 重合 ,并 取 大 辐 
中 心 0 为 大 点 ，04 为 < 十, 过 点 要 直 于 04 的 直线 为 ? 轴 ( 

-6) ,经 过 某 一 过 程 之 后 , 小 图 与 大 图 的 接触 点 为 刀 ， 并 设 小 圆 中 


* +4. 


图 2-6 
心 为 0, 那么 O 一 定 在 半径 0OB 上 ,显然 有 
r=0P= 004 0 


设 G=x (i,00), p= A (OP, 08), 
那么 O00=i(g—b)cos0+j(u— b)sing, 
上 且 有 0 = AB~PB=by, 

所 以 p20, 


估量 OP 对 % 轴 所 成 的 有 向 角 为 


Hi, OP)=0-p= "3 0, 


由 于 |OP|=5, 所 以 


OP =ib cos 2 0 +40 sin "0 


«a—b 


b 


0 — jbsin - 6 9, 


一 DCcog 


& 一 
7 
6 


了 。 
六 = | (a— )eos 0 + beos 14 


了 一 0 7 (2.1-18) 


二 | (a -ysin 0 一 psin 


jt LT) 沈 是 内 诈 轮 台 的 失 量 式 参 数 亡 程 ， 并 中 l (一 ce<8< 十 ce) 为 
人 设 卫 点 的 举 标 为 (z) 力 ， 那 么 由 (2.1-18) 式 容易 得 内 旋 轮 
线 的 坐标 3 式 参 数 方程 为 


& 一 (CC 一 D ycosl 二 pcos Ca 9, 
(2 .1-19) 
， ， 《一 0 
Y= (a— b)sing— ob sin 0, 
(一 ceo<g<< 十 co)， 
特殊 地 ， > == A) 时 ,] by 用 公 起 
COs 30 = 4 cos20 -3eos /， 
sin 306=3 sin0—4sin:0, 
过 万 各 (2.1-19) 便 化 为 
Penss  . 
| (2 .1-20) 
1/ = Sn 0. 


这 条 条 肌 维 叫做 四 大 点 生 形 线 (图 2 7). 


例 6 把 线 绕 在 一 个 固定 图 周 上 ,将 线 洋 拉 紧 后 铅 反 方向 旋 
转 ， 以 把 线 从 圆周 上 解放 出 来 ,使 放出 来 的 部 分 成 为 较 的 切线 , 求 
线 法 和 的 轨迹 ， : . | : 

解 ” 设 图 的 半径 为 及， 线头 卫 的 最 初 位 置 是 圆周 上 的 点 4， 
oe 0 有 4 为 % 轴 ， 经 过 东 一 过 程 后 ， 切 点 移 至 已 PB 为 

( 因 2-8), 那么 
六 一 DP OB +E, 
设 5 一 x 人，0B), 那 么 

0B= — RC cosf + F sin 0), 
日 秋 量 BP ; 对 必 轴 及 成 的 有 加 角 为 


ZU BP)=0- 5 
而 'BP| = BA RO, 


os 
— RUI(t sinDO 一 oosD)， 
~ ?=Recosd+rdsng)t+ Rsind--0c050)7, (2.1-91) 
(2.1-21) 就 是 所 求 卫 点 轨迹 的 矢量 式 参数 方程 ， 其 中 6 为 参数 ， 
如 末 设 卫 的 伐 标 为 (x, y)， 姥 么 由 (2.1-21) 得 该 轨迹 的 坐 诛 式 参 
数 方程 为 | 
[en 0), | 
y=R(sing—0co80). 
由 (2.1-91) 或 (2， 1-22) 表 示 的 曲线 ， 叫做 玫 的 渐 伸 线 或 称 切 展 线 ， 
这 种 曲线 ,在 工业 上 常 被 采用 为 此 廓 曲线. 

曲线 的 参数 方程 ,是 解析 儿 何 联系 实际 的 一 个 重要 的 工具 ,有 
的 时 候 运 用 参数 方程 来 表达 曲线 , 机 比 普通 方程 简单 得 多 , 甚至 有 
的 曲线 从 能 用 参数 方程 来 人 雯 ;而 不 能 用 普通 方程 表示 ， 即 不 能 用 
0 IF 


.2.1-29) 


2 9 的 初等 函数 来 表示 , 鲍 如 参数 方程 
人 
y=t+Snt+are snt, 
便 是 这 样 的 例子 ， 
消 尖 曲线 参数 方程 中 的 参数 就 得 曲线 的 普通 方程 , 反 过 来 ,我 
们 也 可 以 把 曲线 的 普通 方程 改写 为 参数 方程 的 形式 ， 一 般 地 适当 
选取 参数 找 出 变数 % 与 参数 二 的 关系 式 2 一 w(t)， 然 后 代入 原 
方程 求 出 y~y( 四 ,那么 2 一 z(t), yy( 四 就 是 曲线 的 参数 方程 . 
在 这 里 当然 也 可 先 找 出 y 与 1 的 关系 式 y=y(t), 然 后 代入 原 方程 
求 出 j=2(4)， 人 人 的 歼 娄 方 和 
例 ; 把 椭圆 的 普通 方程 一 一 了 + 用 =1 改写 为 参数 方程 
解 ” 设 w=a cos0， 代入 原 方程 得 
y= + sin d, 
如 果 取 y= 一 2 sin6b, 令 0 一 t, 那 么 
w= e080, y= —b sing 
可 以 变形 为 m=0 C0St, y= sint, 
所 以 取 2 为 参数 , 且 一 wn 二 9<w, 那么 椭圆 的 参数 方 称 为 
(og (一 mr 二 一 or 
在 化 曲线 的 普通 方程 为 参数 方程 时 ， 由 于 选取 的 参数 不 是 唯 
一 的 ,所 以 关系 式 "一 z(b 可 以 有 不 同 的 形式 , 从 而 同一 条 曲线 的 
参数 方程 也 可 以 有 多 种 表达 形式 ， 例 如 在 例 7 中, 如 果 设 
y=ts+b, 
代入 原 方程 得 


pj 


由 此 解 得 “0 2 一 To 
在 第 二 式 中 到 1=0, 得 %=0, 所 以 侈 去 第 一 式 , 取 
290°0t 

75- 735-Pw373 7 

。 b(0-- ot) 

四 一 一 一 一 

从 而 得 2 52 -CQ2 » 

200u ,0 -oy) 

0 -Fo Daw ” 

所 以 袖 加 的 参数 序 程 男 一 种 表达 形式 为 

D0°0t 


bP -- bh) 

1 一 Dg ， 

在 第 一 种 解 法 中 ， 我 们 设 y= 纪 +2， 它 实际 上 是 在 精 图 

+ 一 1 上 取 定 一 点 (0, 8)， 作 以 点 (0, 5) 为 中 心 的 直线 束 ， 

而 这 时 的 入 加 的 参数 方程 愉 为 直线 束 中 的 直线 与 类 国 交点 的 胡 村 

的 一 般 表达 式 ， 由 于 这 时 过 点 (0, 5) 的 y 轴 的 斜率 不 存在 ， 因 此 

尚 需 补 上 点 (0， 一 5) ， 或 者 把 它 看 成 当 +> ce 时 的 交点 。 仿 此 ， 
在 化 方程 


(一 co<t< 十 co) 


4(20 2) = (0>0) 
为 参数 方程 时 ,我们 只 要 设 y= 志 , 就 能 求 得 它 的 参数 方程 为 


2at” 
TF z 
《一 ce<<t<< 十 co 外。 
了 十 丰 ， 


在 曲线 的 参数 方程 与 普 通 方程 互 化 时 ， 必 须 注意 两 种 不 同形 
式 的 方程 应 该 等 价 , 因为 它们 是 代表 同一 条 曲线 、 但 是 在 互 化 时 ， 
® 900. 


往往 由 于 变数 的 允许 值 可 能 产生 变化 ， 因 而 可 能 导致 两 者 所 表示 
的 曲线 不 完全 一 样 ， 例如 化 方程 y= 2%? 1 为 参数 广 程 同 ， 如 符合 


忆 一 C0S 0 那么 人 参数 方程 为 
人 (0<0<2n). 
Y= 二 2 十 c08 20， | 
因为 一 1<<cogn9<1 所 以 有 -1<s<1, 1<y<3. 因此 , 这 时 参 
数 方 程 所 表示 的 有 曲线 只 是 原 曲 线 的 一 -部 分 ， 两 方程 木 等 价 , 但 恕 
果 令 一 代入 愿 方程 得 
村 一 4， | 
{a (~ 00<t< to00). 
这 参数 方程 所 表示 的 曲线 与 原 曲线 一 致 ,所 以 它 与 原 方程 等 价 , 也 
就 是 说 它 是 原 曲 线 的 参数 方程 . 
再 如 参数 方程 z 一 此 y 一 如 ， 由 于 x 衬 0, y 守 0, 所 以 下 示 的 则 
线 只 是 第 一 象限 里 的 部 分 , 而 消去 参数 后 得 普通 方程 为 他 <z, 它 
表示 整 条 抛物 线 , 与 原 曲 线 比较 增添 了 第 四 象 里 的 部 分 . 但 是 训 
果 附 加 了 条 件 y 之 0, 那么 两 方程 就 等 价 了 ， 因 此 它 的 普通 方程 应 
写成 
2 一 2 (yO) 


习 题 


1， 一 动 点 村 到 4(3, 0) 的 距离 恒 等 于 它 到 点 BC 6 0 的 距离 的 一 半 ， 
求 此 动 点 开 的 轨迹 方程 , 并 指出 此 轨迹 是 什么 图 形 ? 
2， 有 一 长 度 为 24Ca>0) 的 线段 ， 它 的 两 端 点 分 别 在 x 轴 正 半 轴 与 y 加 
的 正音 灯具 试 求 此 线段 中 点 的 轨迹 . 
一动 点 到 两 定点 的 距离 的 乘积 等 于 定 值 ww，， 冰 此 动 点 的 轨迹 《这 轨 
a 
. 设 PB 是 等 由 双 曲线 上 任意 三 点 ， 求证 APQB 的 重心 H, 必 在 同 
~ 本 


80"* 


5. 任何 一 图 交 等 轴 双 曲线 中 于 四 点 了 (ch 天》Q(ehs 去 ) 
fh (cts 让 ) 及 S (cis 全) 那么 -一定 有 有 titotsta =1, 


“6, 求 旋 轮 线 
tinft 
1 0<1< 
y=1— ost. 
的 弧 与 直线 Y= 他 的 交点 ， . 时 
7。 消 去 下 面 的 平面 曲线 的 参数 方程 中 的 参数 二 化 为 普 需 方 径 。， 


T= 
《一 oo<i< 二 


CD 


Y= Gt 
Y 一 SI0t 十 5， 

2 1， 

(1 4 一 一 26oost 一 

(3) | =p (3c0s +cos 82), 
y=7(38nt— sn 33); 


8， 把 下 面 的 平面 曲线 的 普通 方程 化 为 参数 方程 。 

(4 0 一 02， ， (2) py PO : 

(3) ty i =0, (4>0). : | 

9， 当 一 一 圆 治 着 一 定 圆 的 外 部 作 无 滑动 地 滚动 时 ， 动 圆 上 -- -点 的 加 进 
叫做 外 旋 轮 线 ， 如 果 我 们 用 4 与 分别 表 示 正 图 到 风尘 全 试 息 出 其 参 
数 方程 ( 当 4=b 时 , 曲线 叫做 心脏 线 ). 

10， 设 04=4 为 一 网 的 直径 ， 过 0 任意 作 一 直线 0B， 与 加 上 4 点 的 切 
线 相交 于 如上 所, 设 0B 与 出 交 于 男 一 点 Py 过 Pi 及 日 作 相 交 于 卫 品 的 直线 
使 PPL04, BPJOA4, 求 忆 点 的 轨迹 (这 轨迹 叫做 委 舌 线 )， 


(0<t<2n) 


(0<t<2nm). ' 


es Se 


2.2 册 面 的 方程 
1.， 曲面 的 方程 | | 
空间 曲面 方程 的 意义 和 平面 曲线 的 方程 是 一 样 的 ， 那 就 是 在 
空间 建立 坐标 系 之 后 ,把 曲面 (作为 点 的 轨迹 ) 上 的 点 的 特征 性 质 ， 
用 点 的 坐标 2 y 与 2 之 间 的 关系 式 来 表达 , 一 般 是 用 方程 
Fv, y, 2)=0 {1) 
或 | f 
zs=f (2, Y) | (1') 
来 表达 ; 反 过 来 ， 每 一 个 形 如 (1) 或 (1 的 方程 通常 表示 空间 的 一 
个 曲面 ， 例如 在 空间 取 定 一 个 举 标 系 后 ， 满 足 (1) 的 任意 一 组 解 
(2 y, £) 就 确定 一 个 点 ， 而 当 ww, y(ec<2 委 0 cs 和 ys 和 dg) 连续 变动 
时 , 太 (2,y, (XY，y)) 就 画 出 42 
一 个 图 形 来 (图 2-9)， 这 就 of fs yyy 
是 (1) 的 图 形 ， 一 般 地 它 是 1 : 
一 个 曲面 . | Mo 
定义 2.2.1 如 果 一 个 /i 
方程 (了) 或 (1) 与 一 个 曲面 
之 有 着 关系 : 满足 方程 < 
(DD) 或 (1 的 (z, y, 2?) 是 曲面 和 
之 上 的 点 的 坐标 ; @ 曲面 立 
上 的 任何 一 点 的 坐标 (2 y, 2) 满 足 方程 (了 ) 或 (1 ， 那 么 方程 全 
或 (1 就 做 曲面 立 的 方程 ， 而 曲面 翌 虽 做 方程 (四 或 (1 的 图 
形 ， 
曲面 的 方程 有 时 没有 实 点 满足 它 ， 这 时 方程 不 表示 任何 实 图 
形 , 我 们 称 它 为 庶 曲 面 ， 如 妇 十 妇 十 如上 1=0; 有 时 只 有 一 个 实 点 
满足 它 ,例如 方程 喧 十 妇 十 喇 一 0 只 有 点 (0,，0,， 0) 满 足 它 , 因此 它 
。 582 。 


A 


图 2-9 


只 才 示 尚 标 原点 ; 也 有 时 代表 一 条 直线 ， 如 方程 23 十 5 一 0， 有 
当 w=0, y=0 的 点 (0, 0， ) 能 满足 E, 因而 它 表示 * 轴 是 一 


直线 . 
下 而 我 们 举例 说 明 人 怎样 从 曲面 (作为 点 的 轨迹 ) 上 点 的 特征 性 
括 来 导出 曲面 的 方程 
例 1 求 连结 两 点 4(1, 2, 3) 和 B(2，-1, 多 的 线段 的 秋 直 
平分 面 的 方程 . : 7 


解 ” 恰 百 平 分 面 可 以 看 成 到 两 定点 4 和 器 为 等 距离 的 动 点 
有 (5 y, 2) 的 轨迹 ,因此 添 直 平 分 面 上 的 点 六 的 特征 性 质 为 


TT -i 


Ey 
HO | 本 林 | 一 /CS EE 
[BM|= V(t1) td 
从 而 得 
一 二) 二 (2 二 (2 一 3) 
wb AE EE 
化 简 得 25 一 6 十 2 一 7 一 0 


印 为 廊 求 的 垂直 平分 面 的 方程 . 

例 4 求 两 坐标 面 20x 和 %Oz 所 成 二 面 角 的 平分 面 方程 . 

解 ” 夫 为 所 求 的 平分 面 是 与 两 坐标 平面 sO; 和 wGz 有 等 距离 
的 点 的 轨迹 ,因此 点 大 (0 %) 在 平分 面 上 的 充 要 条 件 是 


ly) = |z|, 
所 以 9 一 土 艺 
或 写成 二 一 0 


因此 所 求 的 平分 面 的 方程 是 
t+y=0 与 vw-y=0., 
例 3 求 坐 标 平 面 yO 的 方程. 
解 ” 很 明显 ,这 平面 是 4 坐标 为 零 的 点 的 轨迹 ;因此 它 的 方程 
， 3 。 


是 z=0. : . 
间 样 ,坐标 平面 a0s 与 .07 的 方程 分 别 是 y=0 与 :一 0， 

例 4 一 平面 平行 于 坐标 平面 xO, 且 在 9 轴 的 正 向 一 侧 与 平 
面 xx 相隔 距离 为 和 , 求 它 的 方程 ， 

解 ” 所 求 的 平 曾 上 各 点 的 光 标 都 等 于 三 所 以 平面 方 程 为 


y=h. | | 
例 5 设 球面 的 中 心 是 点 O(a%, 6, 06)， 而 且 半 径 等 于 求 它 
的 方程 . 


解 设 Mio， 四 是 球面 上 的 任 意 点 ,那么 根据 球 的 定义 ,8 于 
面 上 的 点 三 的 特征 性 质 是 


oa l=r, 
而 OM | ~— VT a 二 Wy- 可 -一 Js， 
得 所 求 的 球面 方程 加 
(2— a) yo 0 ty 0) (2.9-1) 
特别 地 ,以 原点 为 球 心 的 球 曾 方程 是 是 
Pian bi (2.2-2) 


将 (2.2-1) 展 开 后 得 和 
22+ aw 3by ~ 208+ (034 b+ 一 0 
因此 球面 方程 是 一 个 三 元 二 次 方程 ; 它 的 所 有 平方 项 的 系数 相等 
交叉 项 消失 | 
及 对 来 ， 如 果 三 元 一 次 方 各 
42 + By -Or Dwyt Byst Pew-tGr + Hy+ KetL=0, 
当 有 4B=0O¥0, D~ 如 = 也 0 时 ,方程 可 化 为 和 
祝 十 所 十 2 二 292-22g 十 28s 十 1 一 0 {2,2-3) 
的 形式 ,配方 得 和 
(z+ 四)? 十 有 ?二 (十 有 :一 正二 妥 十 及 一 
如 果 力 二 太 二 如 一 1>9, 那 么 (2.2-8) 雪 示 实 的 球面 ， 


$4， 


划 有 六 十 所 十 本 一 一 0 那么 (3.2-3) 表 示 空 间 一 点 ， 
如 果 妇 十 妇 十 及 一 1<0, 那么 (2.2-3) 表 示 无 实 图 形 。 
习惯 上 , 我 们 把 上 面 的 点 叫做 点 球 , 无 实 图 形 时 叫做 点 球面， 
三 种 悄 形 统称 为 球面 ， 因 此 球面 的 方程 是 一 个 平方 项 系数 相等 
而 而 安 叉 项 消炎 的 二 元 二 次 广 和 反 过 来 , 任何 一 个 三 元 二 次 方程， 
如 果 它 的 二 次 项 系数 相等 ， 而 且 交 又 项 消失 , 那么 "1 它 一 定 表示 一 个 
球 闻 5 实 球面 ,点 或 虚 球 面 )， 
2&， 曲面 的 参数 方程 
我 们 知道 ， 下 加 二 级 的 参数 方程 ,是 以 单 参数 的 关 丁 数 
=r?(t) 
或 T(t)=2(t et+y(t) ea 
息 义 的 ($ 2.1), 空间 曲面 的 参数 方程 与 平面 曲线 的 参数 方程 非常 
类 似 . 设 在 两 个 变数 已 2 的 变动 区 域内 定义 了 双 参 数 矢 函数 
人 一 全 (oO) 《2.2-4) 
(VC，0) 一 和 (人 BE1 十 WU oOBs 十 CO)es， 《和 2-5) 
这 里 200 200 9), z(w, 切 是 变 矢 ?00 0 的 分 量 ， 它 们 都 是 
变数 wv 的 函数 ， 当 4, ov 取 遍 变 动 区 域 的 一 切 值 时 , 径 矢 
OM =r (0,, 9) 一 和 (WU DCITFY YY, VCEaFIly, EB 
的 终 太 人 (C9) ,yy(, 2 2(, 四) 所 画 成 的 轨迹 ， 一 开 为 一 张 
曲面 (图 2-10). 
定义 2.2.2 如 果 取 4, 2(6 志 U6b, cv 所 QO) 的 一 切 可 能 下 
的 值 ， 由 \2.2-5) 表 示 的 径 矢 (zw 0) 的 终点 M 总 在 一 个 曲面 上 ; 
反 过 来 ， 在 这 个 曲面 上 的 任意 点 做 总 对 应 着 以 它 为 终点 的 径 儿 ， 
而 这 径 拓 可 由 也 2 的 值 (a<w<5, ce<v 志 中 ) 道 过 (2. 2-5) 完 全 决 
定 ,那么 我 们 就 把 表达 式 (2.2-5) 叫 做 曲 面 的 拓 量 式 条 数 方 程 其 
中 ww 2 为 参数 | 


ne 
| 


Ce 
， 
3 


A 


网 ”2-10 i 图 2-14 
因为 径 矢 (4 9) 的 分 量 为 {(@ 人 2) ,YW 9), Sw 02)}， 肌 
以 曲面 的 参数 方程 也 党 写成 
v=w(U, V), 
jou v), (2.2--6) 
| A 
表达 式 (2.2-6) 叫 做 曲面 的 坐标 式 和 参数 方程 
例 6 求 中 心 在 原点 , 半 色 为 + 的 球面 的 参数 方程 . 

“ 解 设 汶 是 以 坐标 原点 为 中 心 ," 为 半径 的 球面 上 的 任 一 点 ， 
M 在 wOy 坐标 面 上 的 射影 为 P, 而 了 在 sz 轴 上 的 射影 为 QQ， 又 设 
在 坐标 面 上 的 有 问 角 六 (4 OP) 一 gp,0x 轴 与 OM 的 交角 人 20M 一 

6 (图 2-1) ,那么 

r=OM=— 0 QP+IPY, 

旧 PM= (rcosOk, 

QP=(|OPlsing)j= (rsinO sin op)), 

OQ= (OP|cos gp)i= (7 sinb cosw)i, 

r=(rsinOcosp)it+(rsinbsing)f+ (recosOk. (2.2-7) 
这 就 是 中 心 在 原点 ， 半 径 为 ? 的 球面 的 矢量 式 参数 方程 ， 它 的 多 
标 式 参数 方程 为 
* 80 。 


v=7 Mng cosg, 
| sin 0 sin w, (2 ,2-8) 
2 一 站 08 1 
(2.2-7) 或 (2.2-8) 中 的 0 与 9 为 参数 ， 它 们 的 取 值 范围 分 别 沂 
0<l<r 与 一 和 0D<m 
例 了 求 以 2 轴 为 对 称 轴 ， 半 径 为 台 的 圆柱 面 的 参数 方程 ， 
解 设 录 是 圆柱 面 上 的 任意 一 
点 ， 胡 在 xOy 坐标 面 二 的 射影 为 了 
(加 2-12)。 再 设 xOy 面 上 上 的 有 柯 朋 
Pp 一半 (i，0P), 卫 在 vw 轴 上 的 射影 为 
,那么 
r= ON = OQ+QP -- PM, 
而 O4= (Reosg)i, 
QP = Rsing)j, P PA =uk, 


所 以 
r=(Reosp)tt (Rsing)y +uk, (2.2-9) 
这 惑 是 圆柱 面 的 矢量 式 参 数 方程 , 它 的 公 标 式 参数 方程 为 
了 0S07， | 
1 sin p,，- (2.2-10) 
& 一 2， 和 


(2.2-9) 或 (2.2-10) 中 的 gp 与 4 为 参数 ， 它 们 的 取 值 范围 分 别 是 
一 信之 WT， 一 5 入 V< 十 ce， 
空间 曲面 的 参数 方程 与 平面 上 的 曲线 的 参数 方程 一 样 ， 它 的 
表达 形式 也 不 是 唯一 的 , 比如 例 1 中, 如果 把 参数 6 改 为 由 0 OP 到 
OM 的 有 癌 角 ,那么 球面 的 参数 方程 为 


T= CO cosp, , TT 
| . Dy < z 
=" COs0 sin gy, (2.2-11) 
\ / 一 中 < 魏 YV<T 本 


zx 一 SmD 


机 
、 “ . 章 
局， °° 87’。 


mr 


习 题 ~ 
1， 一 动 点 移动 时 , 与 4(4 0, 0) 及 xOy 平面 等 距离 求 谈 动 点 的 轨迹 方 


"1? 


C= 

2. 在 空间 , 选取 适当 的 坐标 系 , 求 下 列 点 的 轨迹 方程 ; 

(1) 到 两 定点 距离 之 比 等 于 沼 数 的 点 的 轨迹 ; 

(2) 到 两 定点 距离 之 和 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 

(3) 到 两 定点 距离 之 差 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; - 
/ 人 到 一 定点 和 一 逢 而 引 识 之 比 等 于 冲 娄 的 点 榴 加 这 

3， 求 下 列 各 球面 的 方程 

(1) mb 心 (2， 一 土 5) 半径 为 k=6; 

(2) 中心 在 原点 , 且 经 过 点 (6， 一 2, 3); 

(3) 一 条 直径 的 两 个 内 点 是 (2， 一 3 95) 汪 (4, 7， 一 38); 

2 通过 原点 与 (4, 0, 0), (1, 3, 0),，(0, 0,， 一 4)， 

， 求 下 列 球面 的 中 心 写 半生 ; 

mF 07 8y+25+10=0; 

(2) 2 十 妨 十 2 十 27 一 4 一 4 二 人 0: 

(3) 36r2-+ 36%? +3637— 80z +24y—727 -95=0 

5， 试 求 中 心 在 Cla, 5, 0), 半径 为 7 的 球面 的 参数 方程 。 


”$2.3 母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 
假设 动 点 P(x, y, 当 的 坐标 间 的 关系 是 不 含 变数 z 的 方程 
P(x, y) =0, (1) 
在 4QOy 平面 上 ， 这 方程 雪 示 一 条 曲线 工 ; 这 曲线 研 上 的 点 的 坐标 
满足 这 方程 ， 假 定 卫 上 的 一 点 @ 对 于 w0y 平面 上 的 平面 众 标 系 
的 坐标 是 Q(wi, 扩 ) 那 么 点 蝶 在 空间 坐标 系 里 的 坐标 是 (obgyz0)， 
显然 (zz, Wi，0) 满 足 ( ,因此 @ 点 在 曲面 (D 上 , 从 而 夯 线 二 上 的 
各 点 均 在 (了 ) 所 表示 的 曲面 上 ， 不 仅 如 此 ， 自 @ 作 0: 轴 的 平行 线 
QR, 并 于 其 上 任意 取 一 点 Pi( 图 2-18)， 假 定 QP1=%, 那么 点 PI 
的 坐标 是 (ou go 6), 容易 知道 (v1, Yi, 满足 (1) ,因此 Pi 也 在 此 
» 88.。 


而 人 上 , 从 而 整个 直线 在 曲面 (TD 上 ; 反 过 来 ， 如 果 P'1(%1, 91, %) 
在 曲面 (1) 上, 那么 有 
Fw, 1) ~—0, 

所 以 忆 在 平行 于 > 加 上 且 过 曲线 了 了 
上 的 点 (oa 1, 0) 的 直线 上 ， 所 以 
地 面 ( 妇 是 由 平行 于 2 轴 的 直 绑 泊 
曲线 工 移 动 而 成, 这 样 的 曲面 蚂 做 
三面 , 迪 浅 了 叫做 它 的 淮 线 ,形成 柱 
面 的 动 直线 叫做 它 的 录 线 .因此 方 图 2-13 
程 了 (%, y) 一 0 决定 一 个 枉 线 平行 于 2 轴 的 柱 面 . 

闻 理 , Po 2) 一 0 与 了 Ww, %) 王 0 都 表示 柱 面 ， 它们 的 母 宫 分 
别 平行 于 w 办 与 gy 轴 。 


Ox yl 10) / 


例如 方程 | 
Ea ra 
十 -和 1， (2.3-1) 
2 oo 
1 (2.3-2) 


分 别 表示 一 个 柱 面 ， 母线 都 平行 于 z 轴 ， 它 们 在 w0y 平面 上 的 准 
线 分 别 是 炸 贺 、 双 曲线 和 抛物 线 ， 所 以 分 别 叫 做 杭 贺 柱 面 (图 
2-14)， 双 曲 柱 面 ( 图 3-15) 与 执 物 柱 面 ( 图 2-16)， 它们 的 方程 都 


是 一 次 的 , 所 以 都 则 做 二 次 桩 面 。 


习 题 
画 出 下 列 方 程 所 表示 的 曲面 的 图 形 
(1) 4 十 9 =30; (2) 久 一 六 一 汪 
(3) 0 一 4 (4) 2 一 20 十 by 一 0 


NA2.4 空间 由 线 的 方程 

委 间 上 曲线 ,可 以 看 成 两 个 曲面 的 交 线 ， 
\ Fi(w, 2 ， 2) 一 0， 
设 [i y, 2)=—0 
站 这 柱 的 两 个 曲面 方程 ,它们 相交 于 曲线 工 , 这 样 ,曲线 荆 上 的 任 
意 点 , 同时 在 两 曲面 上 , 它 的 坐标 就 满足 方程 组 (2.4-1); 反 过 来 满 
足 方 程 组 (2.4- 切 的 任何 一 组 解 所 决定 的 点 ,同时 在 两 曲面 上 上， 即 
在 两 曲面 的 交 线 上 ,因此 方程 组 (2 1D 表示 一 条 空间 曲线 上 上 的 万 
程 ,我 们 把 它 叫 做 室 周 曲线 的 一 般 方 程 . 

从 代数 上 知道 ,任何 方程 组 的 解 ， 也 一 定 是 与 它 等 价 的 方程 组 
网 解 ,这 说 明 空 间 曲 绕 上 可 以 用 不 同形 式 的 方 程 组 米 衣 达 。 

例 1 写 出 0: 轴 的 方 释 . 

解 Oz 轴 可 以 看 成 是 两 坐标 平面 yOz 与 忆 20: 的 交 线 所 以 
0z 轴 的 方程 可 以 写成 


(2.4-1) 


v=0, | 
Lo 0) 
由 于 方程 组 (1) 与 方程 组 
z+y=0 
{so (2) 


同 解 ,及 以 Oz 轴 的 方程 也 可 用 (2) 来 表示 。 
e 90 6 


例 多 求 在 0y 坐标 面 上 , 半径 等 于 怪 , 圆心 为 原点 的 图 的 广 
痊 . 

解 。 因 为 空间 的 贺 总 可 以 看 成 是 球面 与 平面 的 交 线 ， 在 这 里 
可 以 把 所 求 的 加 看 成 是 以 原点 O 为 球 心 , 半径 为 刀 的 球面 与 坐标 
平面 x0y 的 交 线 , 所 以 所 求 的 加 的 方程 为 


因为 方程 (8) 与 方程 组 
02 十 /一 n2 
{so (4) 


同 解 ,所 以 所 求 圆 的 方程 也 可 以 用 ( 仿 来 安达 ， 这 就 是 说 所 求 赔 也 
可 以 看 成 是 以 轴 为 对 称 轴 , 半径 为 EE, 母线 平行 于 z 轴 的 网 柱 面 
与 坐标 平面 20y 的 交 线 . 
因为 球面 人 十 六 + 人 一 局 与 加 柱 面 人 +P 一 记者 通过 所 求 
的 图 ,所 以 所 求 较 的 方程 也 可 以 用 方程 组 
人 
= 
来 表达 . 
空间 曲线 也 象 平面 曲线 那样 , 可 用 它 的 参数 方程 来 表达 , 这 是 
另 一 种 表示 空 间 曲 线 的 常用 方法 ， 特 别 是 把 空间 曲线 看 做 质点 的 
运动 轨迹 时 ,一 般 常 采用 参数 表示 法 . 
空间 曲线 的 参数 方程 与 平面 曲线 的 参数 方程 (§ 2.1) 完 全 类 
间 . 在 空间 建立 了 坐标 系 后 , 设 矢 函 数 
T=.t), (2.4-2) 
(t=z(t ety(t)ea z(t) es, (2.4-38) 
当 t 在 区 间 gte5 内 变动 时 , ?了 ( 引 的 终点 一 (人 yg (2), 2()) 
e 91 。 


全 部 都 在 空间 有 曲线 工 上 ; 反 过 来 ， 空 间 有 曲线 五 上 的 任意 点 的 色 舌 
都 可 由 t 的 某 个 值 通过 (2.4-2) 或 (2.4-3) 来 表示 , 那么 (2.4-2) 或 
(2.4-8) 就 叫做 宝 间 曲线 五 的 矢量 式 参 数 方 程 ,其 中 VC 为 
参数 ， 

因为 空间 曲线 上 点 的 径 矢 闻 ( 的 的 分 量 为 1 人 yw, z(t)}, 
所 以 空间 曙 线 的 参数 方程 常 写 成 


tw%(t), 
1 四 (a<t<)) (2.4-4) 
= (t). 


丧 达 式 (2.4-4) 叫 做 空间 曲线 的 坐标 式 和 参数 方程 ,其 中 上 为 参数 

例 38 一 个 质点 一 方面 绕 一 条 轴线 作 等 角速度 的 圆周 运动 ， 
另 一 方面 作 平 行 于 轴线 的 直线 运动 , 其 速度 与 角速度 成 正比 , 求 这 

个 质点 运动 的 轨迹 方程 . 

解 ”在 空间 取 标 架 {0; 2 7，A ,使 02 轴 重 合 于 轴线 ， 并 设 质 
点 运动 的 起 点 为 4(g, 0, 0)， 质 
点 作 贺 周 运动 的 角速度 为 o， 那 
么 在 二 秒 皇 质 所 从 起 点 4 运 动 
到 卫 的 位 置 (图 2-17), 了 在 40y 
坐标 夯 上 的 射影 为 Q, 那么 
A; O00) = 0t, QP = botk 


虹 仿 流 直 线 运动 w 与 角 这 皮 
之 比 为 5， 即 之 == 了)， 因 此 
林 | “wz 


r=0P= 0 十 (PP 


六 一 cos ct 十 70wSimn co + kbwt, (Cr cce<t< 十 co)， 


这 就 是 质点 运动 轨迹 的 矢量 式 参 数 方程 ,其 中 二 为 参数 , 它 的 誉 不 : 
式 参 数 方程 为: 有 四 

f 2% cos oi, z 
| =agsineot, (oo<t<+c0) (2 .4-6) 

[pot / : 
设 wt 一 9, 那么 (2.4-5),(2.4-6) 分 别 写成 
=—iaco0+ jasing+ko00, (~-c0<0<-00) (2.4-5) 

与 


v=0coOsg z | 加 
vesint, (—00<0<++ 00) (2.4-6") 
2 二 00, 
其 中 心 为 参数 ,这 条 阳线 叫做 圆柱 螺旋 线 ， 
从 (2.4-6") 消 去 参数 9, 可 以 得 到 圆柱 螺旋 线 方程 的 一 般 式 为 
of =a, | 
: | y= 0 Sin 二， (2.4-7) 
比较 (2.4-6) 与 (2.4-7)， 我 们 可 以 看 出 参数 方程 (2.4-6') 不 仅 表 
示 出 明确 的 质点 运动 的 意义 ， 而 且 从 它 也 比较 容易 想象 出 轨迹 的 
说 形 ， 因此 在 有 些 问 题 中 , 空间 曲线 的 参数 方程 将 显示 出 它 的 优 
越 性 . 

例 4 已 知 一 半径 为 的 球面 与 一 个 直径 等 于 球 的 半径 的 网 
柱 面 ,如 果 圆 柱 面 通 过 球 心 , 那么 这 时 球面 与 圆柱 面 的 交 线 叫做 维 
维 安 尼 (Viviani) 觅 线 , 试 建立 维 维 安 尼 曲线 的 一 般 方程 与 参数 方 
程 , 

解 ” 如 图 2-18， 取 球 心 为 坐标 原点 ,通过 球 心 的 圆柱 面 的 一 
条 母线 为 轴 ， 这 球 心 的 图 柱 面 的 直径 为 ? 销 囊 立 右 隆 由 角 从 全 
系 , 那么 球面 与 网 柱 画 的 方程 分 别 为 


,0.93.. 


opH2o 与 友 十 访 a0 一 0， 
因此 维 维 安 尼 曲线 的 一 般 方程 为 
| 0 上 二 和 二 9， 


oar=0, 


(B) 


为 了 要 求 得 维 维 安 尼 上 曲线 的 参数 方程 ， 我 们 也 可 以 象 把 平面 
曲线 的 普通 方程 化 为 参数 方程 那样 由 (5) 而 得 到 ， 先 把 (四 式 中 的 
立柱 面 方程 

人 2 一 CO0， 
利用 平面 上 右 的 参数 方程 改写 为 
| t=0 008° 0, 


OH 
y= 0 COst sin dg, A 


代入 球面 方程 中 十 广 十 中 二 3 得 


z 一 十 sinl 


因此 我 们 有 
Y 一 0 00S” 0, 
| _。 cosb sing, (0<0 一 mr) (6) 
| z—0 sing, | 
与 
(T= C08 0, 
y=0 cost'sin b, (0<H < nm), (7) 
:一 ~ sin b, | : 


但 如 果 令 i 一 9 二 x, 即 9 一 i 一 xz, 代入 (7), 那么 (7) 就 变 成 (6) 的 形 
式 / : 


v= 0 COS* +, 
pe cOSt sint, (Tt<27), 


= 0 Sint, 
‘。 94. 


1 一 CO0S 0 
y= cosing, (0<A 一 2 )， 
2=— 4 Sing, 
它 的 图 形 如 图 2-18 所 示 . 
通过 空间 曲线 虐 作 柱 
面 ， 使 其 母线 平行 于 坐标 三 
02，07 或 0x 轴 ， 设 这 样 的 
柱 面 方程 分 别 为 
Za *) =0, 
Fo(w, %) =0, 
Fslr, y)=0. 
(2 .4-8) 
这 三 个 柱 面 分 别 叫 做 曲线 工 
对 yOs、wOz 与 x0y 坐标 面 的 射影 柱 面 ， 因 此 (2.4-1) 所 表示 的 曲 
线 上 , 可 以 用 它 的 对 三 个 坐标 面 的 任意 两 个 射影 柱 面 来 表示 。 要 
求 出 (2.48), 可 以 从 (2.4-1) 分 别 消去 一 个 元 而 得 到 ,因此 在 代数 
上 从 两 个 三 元 方程 消去 一 个 元 ， 这 样 的 几何 意义 就 是 求 至 间 曲 线 
了 的 射影 柱 面 , 例如 从 
人 
人 2 十 82 一 8 一 22; 


分 别 消去 4 及 %, 得 
人 十 入 一 4 
| 4 二 4y=0, 
车 一 个 上 | 过 杜 季 古 上 一 个 淮 线 在 
zx 举 斥 面 上 的 图 
2 一 2) 一 4， 
母线 平行 天 轴 的 次 注 面 ， 击 


es Ya. 


后 一 个 射影 柱 面 是 一 个 准 线 在 x0y 坐标 面 上 的 抛物 线 23= 一 4y， 
母线 平行 于 轴 的 扫 物 柱 面 ， 因 此 曲线 可 以 看 成 是 这 两 个 柱 面 的 
交 线 , 它 的 形状 如 图 2-19. 从 这 里 我 们 可 以 看 到 , 利用 空间 曲线 的 
射影 柱 面 来 表达 空间 曲线 ， 对 我 们 认识 空间 曲线 的 形状 是 有 利 
的 ， 


了 习 题 
IT， ee 的 公共 乒 组 成 等 样 的 细 迹 9 
2， 指 出 下 列 曲 商 与 三 个 坐标 面 的 交 线 分 别 是 什么 遇 线 ? 


(1) 2 (2) 2 十 由 2 一 1672 = 一 64， 
(3) 2 一 4 一 1622 一 64， (4) x? 400 =10%. 
(5) 7 — QR =10g: (6) wd 16s =0 
3， 六 下 列 罕 间 则 线 对 三 个 坐标 面 的 射影 柱 让 得 
j=0, Te By — 2 32-.3~=0, 
D1 C2) 1 
二 2 十 1]; yi- 0; 


“十 ?2 十 名 


(3 人 
z2 十 (一 1 C19 


37— 2y— 10¢=7: 

4 试 这 出 下 列 曲 线 与 曲面 的 交点 ， 

(1) (的 一 并 Cos 十 芳 Si 2 十 所 S72 + y= 

(2) TD 二 1 C0s 5 十 Sin zt 十 二 与 2 十 十 妇 一 10， 

?2， 实 开明 空间 曲线 z= 了 (Dy 二 pC), 2 一 由 ( 轨 完 全 在 册 耐 it Y, 5 
0 上， 我 们 可 用 什么 办 法 ? 试用 这 个 法 则 证 明 zw 一 by 一 26 3 一 28 所 表示 有 
册 线 完全 在 曲面 2 十 yy) 一 部 上 . 

6， 把 下 列 曲线 的 参数 方程 化 为 一 般 方 程 ， 


CD | 


2 一 他 十 土 ， 
(1) | 人 二 攻 一 ceo<t< 于 co); 
Y 一 2 


T=3sint,. / 
oab y=ISnt, (0<t<2m), 
3 一 和 CO0S 过 
7， 求 空 间 曲 线 
。 00 。 


[ea 


2Z 十 所 一 (， es 


有 有 一 质点 ,让 8 着 已 知 图 玲 面 的 一 条 直 母 线 自 圆锥 的 顶 扣 起 , 人 等 球 意 
另 一 方面 这 一 条 母线 在 圆锥 面 上 ， 过 圆锥 的 顶点 绕 圆 锥 的 轴 (旋转 
钙 ) 作 等 速 的 转动 , 这 时 质点 在 圆锥 面 上 的 轨迹 叫做 圆锥 螺 线 , 试 建立 圆锥 虹 
线 的 方程 ， 
9. 有 两 条 互相 直 交 的 直线 五 与 3， 其 中 履 绕 玉 作 螺旋 运动 , 即 卫 一 方 
记 绕 1s 作 等 速 转动 , 另 一 方面 又 洛 着 2 作 等 速 直线 运动 ， 在 和 运动 中 六 永远 你 
符 与 ?2 直 交 ,这样 由 于 所 画 出 的 则 面 叫 做 螺旋 面 , 试 建立 螺旋 面 的 方程 。 


结 束 语 

在 上 一 党 已 经 建立 起 米 的 空间 的 点 与 径 矢 的 对 应 和 空间 的 点 
与 有 序 实数 组 的 对 应 的 基 碍 上 ， 这 一 章 进 一 步 建立 了 轨迹 与 其 方 
程 的 对 应 ， 空 间 轨 迹 要 比 平 面 轨 迹 复 杂 得 多 , 但 它 的 方程 的 建立 
以 及 某 些 问题 的 处 理 , 两 者 却 是 非常 相似 的 ,我 们 只 要 对 平面 轨迹 
(平面 曲线 ) 的 问题 摘 清 楚 了 ， 空 间 轨 迹 ( 曲 面 与 空间 曲线 ) 的 问题 
也 率 不 难 了 。 因 此 , 在 这 一 章 里 , 我 们 先 介绍 平面 曲线 的 方程 , 然 
后 进 速 地 过 滤 缠 昌 窗 与 空间 上 曲线 方程 的 研究 ， 这 样 不 仅 使 我 们 对 
平面 轨迹 的 问题 作 了 复习 与 提高 ， 而 且 全 得 一 些 看 玉 较 为 复杂 

空间 轨迹 问题 也 就 迎刃而解 了 、 

在 介绍 了 空间 轨迹 方程 之 后 ， 对 缺 某 一 坐标 的 方程 代表 何 种 
轨 迹 , 必须 首先 明确 它 是 在 什么 范围 内 讨论 ,例如 方程 


在 平 丽 上 , 它 表 示 精 圆 , 是 一 条 平面 曲线 的 方程 ,但 是 在 空间 ， 它 却 
表示 一 个 母线 平行 手 : 轴 的 椭圆 柱 面 . 
对 于 至 间 上 曲线 的 一 般 方 程 的 定义 ,要 元 分 理解 它 的 意义 ,这 里 
特别 强调 用 上 沿 个 过 过 曲线 荆 的 上 曲面 方程 
907 +， 


Eva 2 一 0 
与 
Fax, Wy, 0 
来 表示 ， 这 两 个 曲面 除 江 曲线 荆 上 的 点 是 它们 的 公共 点 之 外 , 表 
也 没有 别 的 公共 点 ; 反 过 来 , 联 立 任意 给 定 的 两 个 曲面 方程 ,它们 
可 能 不 表示 任何 空间 曲线 . 例如 给 定 两 球面 方程 十 y 十 汪 ==1 与 
己 十 人 十 2 一 2 方程 组 
{* ri te i 
入 十 久 十 知 一 2， 
不 表示 任何 空间 曲线 , 因为 这 是 两 个 同心 球 ,没有 任何 的 公共 点 ， 
道 过 轨迹 方程 的 建立 , 就 把 几何 问题 归结 为 代数 问题 ,从 而 可 
用 代数 的 万 法 来 解决 几何 问题 ， 例 如 求 三 曲面 的 公共 点 的 问题 就 
归 第 为 求 三 曲面 方程 的 公共 解 , 也 就 是 解 三 元 联 立方 程 的 问题 , 例 
如 方程 组 


FY, y, ¢) ~=0, 
[me y, %)=0, 
Falw, y, %)=0, 
如 时 有 实数 解 ， 那 么 三 曲面 ate, y, 2)=0, F(x, yj =0 与 - 
Fa(%, 2 2) 二 0 有 公共 咸 ， 下 如 末 方 程 组 
无 解 ,那么 就 意味 着 三 曲面 就 没有 公共 
一 个 曲面 方程 F(xw, y, 2) = 一 0 和 在 如 果 能 分 逢 因 式 比如 
Ze yy 2)， 那 么 方程 了 (zw, y, 2)=0 所 
几 示 的 曲面 是 两 个 曲面 ,它们 的 方程 分 别 为 f(x, y, #) 一 0 与 
9\%, y， 2) 一 0。 在 这 里 不 可 把 它 写成 方程 组 的 形式 ， 因 为 方程 
组 
[人 y, 2) =0 
Pv, Y, $) =0 
。98 。 


表示 两 曲面 的 交 绥 (如 果 存 在 的 话 )， 例 如 方程 一 4 表示 两 个人 又 
标 面 4==0 与 yy 一 0, 而 方程 组 


人 
y/ 一 0 


却 表 未 两 个 坐 奈 面 y0s 与 zx02 的 交 线 , 即 2 轴 了 。 


第 三 章 平面 与 空间 直线 


S83.1 平面 的 方程 

1， 由 平面 上 一 点 与 平面 的 方位 矢量 决定 的 平面 方程 

在 空间 给 定 了 一 点 Me 与 两 个 不 共 线 的 矢量 a、58， 那 么 通过 
点 Mo 且 与 矢量 @, 5 平行 的 乎 而 天 就 唯一 地 被 确定 , 矢量 @, 玉 明 
做 平面 的 方位 矢量 ， 显 然 任 何 -一 对 与 平 而 平行 的 不 共 线 矢 量 
都 可 以 作为 平 商 sw 的 方位 矢量 ， 

在 空间 , 取 标 架 {0; @]1, Ez2， 
es}， 并 设 点 Wo 的 径 矢 OUMo= 
Yo, 平 许杰 上 的 任意 一 点 于 的 径 
炙 为 0 = (图 3-1)， 显 然 点 
MY 在 平 商 = 上 的 充 要 条 件 为 矢 
量 WoM 与 @, 68 共 曾 ,因为 @,b 不 共 线 , 所 以 这 个 共 面 的 条 件 可 
以 与 成 


MoM — ud- vb, 
又 因为 到 0oM = 一 ro 所 以 上 式 可 改写 为 ， 
外 一 全 0 一 VC 十 ?8 
即 
r=70+ua + bh, (3.1-1) 


方程 (3.1-1) 叫 做 平面 ww 的 失 量 式 参 数 方程 ,其 中 以 , 4 为 参数 ， 
如 村 设 点 本 形 的 坐标 分 别 为 (zo，ye，xo) ，(2， y; >) 那么 
To= {Xo, yo, of, T={%, y, 2}; 
并 设 a={X1, Y1, Li1}, b={X,, Ys,, Za}, 


» EU。 


那么 由 (3.1~1) 得 

[ v= 一 X06 十 这 1 的 十 人心 29， 

| ?一 Wo 十 下 1 二 了 上 0， (3.1-2) 

2 二 zo 十 LIU 二 Lav | .| 
(3.1-9) 岂 做 平面 到 的 坐标 式 参数 方程 ,其 中 也 4 为 参数 . 
从 (3.1- 电 或 了 一 ro 一 VC 十 两 边 与 @xa8 作 数 性 积 ,消去 参 

数 包 4 得 
(rT —To, a, 60)=0, (3.1-3) 
从 (3.1-2) 消 去 参数 4 得 | 


X 7 2 '=0, (3.1-4) 
X Yo。 2 
(3 .1-1，(3.1-2)，(3.1-3)，(3.1- 和 都 叫做 于 面 的 总 位 斥 万 程 ， 
例 1 已 知 不 具 线 三 点 ji (v1 yi 5)，Ma (Wa, Ya 3) 
Ms(wa, ys 23); 求 通过 MI， 以 9，Ms 三 点 的 宁 放 ww 的 方程 
解 、 取 平 本 wm 的 方位 矢量 = 下 本，5= 天 :Ms 并 设 点 
M (ww, y, 2) 为 平 好 ww 上 的 任意 一 
点 (图 3-2)， 那么 
六 一 Of Y/，2}， 
r= ON, = {2, Ys, 寺 ， 
($=1, 2, 8) 
a= MiMs -Ya 一 


x 
{22 一 21 Ya Wi, “2 —21}, ! / 到 3- 


b= MiNs = Ts — 71 {3 — 1, Ys— Yi1, 3— 4 
因此 平 雇 有 的 欠 量 式 参 数 廊 程 为 : 
/ = m1) -TT1); (3.1-5) 
坐标 式 参数 方程 为 
。 101 。: 


Y= YF ga —y) 十 (一方 )》 


| v=V (Na 十 Oo 一 21)， 


A 
从 (3.1-5) 与 (3.1-6) 分 别 消去 参数 w 4 得 
(FC— 1, 3 -一 全 1， Ts— 1) 一 0; 


| 一 
一 过 
泡 一半 1 
1 
V3 一 对 j 


(3.1-8) 又 可 改 导 为 


rt 
i 


4 一念 
Ya Yl 
Ys WY1 
df 
Yi 旭 
Ya Xo 
ja Zs 


万 程 (3.1-5) 一 (3.1-8 人 部 吗 


做 平面 的 三 点 式 方程 


作为 三 点 式 的 特例 ， 如 果 
已 知 三 点 为 平面 与 三 坐标 轴 的 
KR Mila, 0,0), Ma(0,5,0), 
入 (0, 0, ce) (其 中 wbez¥0) (图 


3-3), 郑 么 由 (83.1-8) 得 


wa 1 
—0 wy 
一 《人 0 


把 它 展开 可 写成 


2 一 2 | 

23 一 24 | =0; 
zs 一 六 

1 

1 | 一 

1 | 


Mi(a, 0,0) 


co-Ccy 十 CD 一 GaBe， 


由 于 gbc 关 0, 上 式 可 改写 为 


全 


和 
ell 一 一 “| = 
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YL 


| 
6 i 


淹 


ffs(0,0 ,C)} 


(3.1-0) 


(3.1-7) 


(3.1-8) 


(3.1-8) 


Ajo{0 和 b,0)} 


(3.1-9) 


《3.1-9) 叫 做 平面 的 截 距 式 方程 ， 其 中 4, 5, 6 分别 叫做 平面 在 三 
坐标 轴 上 的 礁 距 ， 

“平面 的 一 般 方 程 

因为 空间 任 一 平面 都 可 以 用 它 上 面 的 一 点 Mo(wo, yo， 20) 各 
它 的 方位 矢量 @ 一 {Xi1,， i，ZY1}, 0 一 {让 s,， 了 9， Za} 确定 。 内 而 
任 -一 平面 都 可 以 用 方程 (3 .1-4) 表 示 , 把 (3.1-4) 展 开 就 可 写成 . 


Az+ Byt+O2+D=0, (3 .1-10) 
iY 2 总 TT Fi | 
其 中 A=| 1 入 了 -| 和 1 oO 全 
上 : A Za No | 六 9 了 


”因为 qa, 56 不 共 线 , 所 以 4 B, 0 不 全 为 零 , 这 表明 空间 任 一 平面 
都 可 以 用 关于 %, y, * 的 三 元 一 次 方程 来 表示 。 

反 过 来 , 也 可 证 明 , 任 一 关于 变 元 x,y, z 的 一 次 方程 (3.1-10) 
都 麦 示 一 个 平面 ， 事 实 上 , 因为 4, B, C 不 全 为 零 , 不 失 一 般 性 ， 
可 设 4 关 0, 那么 (3.1-10) 可 改写 成 


A: (st)+ABy+ AO:~0, 


D 
: VT 二 4/ Z 
印 了 -4 0i70 
C 0 一 4 | z 
显然, 它 表 示 由 点 Ho( 一 三 , 0, 0) 和 两 个 不 共 线 失 景 {B， 一 4,0} 


和 {0,0, 一 41 扩 决定 的 平面 ,内 此 我 们 证 明了 关于 空间 中 平面 的 
基本 定理 : 
定理 3.1.1 空间 中 任 一 平 而 的 方程 都 可 表示 成 一 个 关于 变 
数 2 9 :的 一 次 方程 ; 反 过 来 ,每 一 个 关于 变数 %,y, % 的 一 次 方 
程 都 表示 一 个 平面 . 
方程 (3.1-10) 叫 做 平面 的 一 般 方程 ， 
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现在 站 .1-10) 的 刀 种 特殊 情况 也 就 是 当 (3.t-10) 中 
光明 此 六 et 5 机 等 于 过 时 平面 对 坐标 系 来 说 具有 某 种 特殊 
位 置 的 铺 

1。 思 -0 (3 110) 恋 为 Aw 二 By+C 二 0, 半 时 原点 ‘0 0.0) 
满足 方程 ,因此 平面 通过 厌 点 ; 反 过 来 ， 如 果 平 面 人 .1-10) 通 过 蛛 
点 ,那么 显然 有 D=0. 

2” 4, 卫 CO 中 有 一 为 堆 , 例 妇 C=0，(3.1-10) 就 变 为 

Av+ Byt+D=0, 
D0 时, z 轴 上 的 任意 点 (0, 0, 2) 都 不 满足 方程 , 所 以 平面 与 
2 轴 平 行 ， 而 当 DD=0 时 , 2 轴 上 的 每 一 点 都 满足 方程 ， 这 时 > 畏 
在 平面 上 , 即 平面 通过 > 轴 。 反 过 来 容易 知道 , 当 平 面 (3.1-10) 平 
行 于 % 轴 时 D0, C=0; 当 (3.1-10) 通 过 ”和 轴 时 ,万 =C=0. 

对 于 4=0, 或 了 3=0 的 情况 ,可 以 得 出 类 似 的 结论 ， 

因此 ,由 1° 与 2° 我 们 有 | 

当 且 仅 当 DD 一 0, 平 面 (3.1-10) 通 过 原点 . 

当 且 仅 当 刀 关 0, 0=0(B=0 或 4=0) ,平面 (3.1-10) 平 行 手 
2 轴 (Y 轴 或 加 轴 ); 当 且 仅 当 如 =0, CO=0(B=0 或 4=0)， 平 
《3.1-10) 通 过 > 轴 (% 轴 或 名 轴 ). 四 

3” 4, B, 0 中 有 两 个 为 零 的 情 遍 ， 我 们 由 1° 与 2” 立刻 可 
得 下 人 面 的 结论 ， 

当 且 仅 当 DD¥0, B=0=0(4=0=~0 或 4=B=0), 平面 
(3.1-10) 平 行 于 yO: 坐标 面 (203 面 或 #0Oy 面 ); 当 且 仅 当 万 =0， 
=0O=0(4=0=0 上 或 44==B=0), 平 面 (3.1-10) 踊 为 yOz 上 坐标 面 
(wOz 面 或 4OW 面 )， 

例 2 求 通过 点 Mi(2, 一 1 1) 与 必 (3，-2 Ey 且 平 行 子 
2 轴 的 平面 的 方程 ， 

解 ” 设 平行 于 ? 狐 的 平面 方程 为 
J04。 


Az+By+D=0, 
峙 为 它 又 要 通过 M1(2, 一 寺 ， 1) 与 Ma(3, —2, 1), 所 以 有 
| 24- B+D=0, 


34—28B+D=0, 
出 上 两 式 得 
pepe tl 2.2 -41.1 
4:B8:D=| 1 | ss -1 1), 


所 以 所 求 的 平面 方程 为 
cy—1=0, 

3. 平面 的 法 式 方程 

如 果 在 空间 给 定 一 点 Me 和 一 个 非 零 矢量 4, 那么 通过 点 Me 
有 与 失 量 和 4 自 直 的 平面 也 唯一 地 被 
确定 ， 我 们 把 与 平面 垂直 的 非 零 矢 
量 寻 叫做 平面 的 法 矢量 或 简称 平面 
的 法 入。 在 空间 直角 坐标 系 {0; 
j,k} 下 , 设 点 Mo 的 径 矢 为 OM。= 
Yo 平 而 和 二 的 任意 一 点 型 的 径 矢 
为 0 戏 = 了 (图 3-4)， 显 然 点 于 在 
平 谭 和 上 的 充 要 条 件 是 矢量 开 o 开 = 一 7o 与 玫 垂 直 , 这 个 条 件 可 
写成 ; 


NT — To0)=0, (3.1-11) 
如 果 设 n={4, B, C},， Mo(xo, yo *0)， 寻 (zy %), 那么 
To= {zo, yo, Zo}, T= {2%, Y, 2}, 
-To= {2— do0, Y— Yo, 2 一 20}， 
于 是 (3.1-11) 又 可 表示 成 ， 
4(2 一 0) 十 及 (一 bo 十 CC 一 20) 一 9 (3.1-12) 
方程 (3.1-11) 与 (3.,1-12) 都 测 做 平面 的 点 法 式 方程 
° I02 。 


加 果 记 D= - (4ze 上 了 ByoTOx6) ,那么 (3.1- 3) 即 成 为 
Av+Byi+-Os+D=0. 
由 此 可 见 ,在 直角 从 标 系 下 ,平面 x 的 一 般 方程 (3.1- 10) 中 一 次 项 
系数 4,，B, C 有 简明 的 几何 意义 ， 忆 们 十 汪 出 呈 的 一 个 法 大量 
的 分 晤 ， 

如 全 平面 上 的 点 及 6 特殊 地 取 目 原点 O 问 平面 zw 所 引 重 线 的 
延 足 了 ,而 和 的 法 矢量 取 单 位 法 矢量 10, 当 平 面 不 过 原点 时 ,2 的 
正 向 取 做 与 矢量 OP 相同 (图 38-5); 当 平面 通过 原点 时 ,?m 的 正 向 
在 礁 坦 于 平面 的 两 个 方向 中 任意 取 


征 一 个 , 设 
OF |=y, 

那么 点 PP 的 径 矢 OP = pns, 寻 尼 根 K 

据 (3.1-11)， 由 点 卫 和 法 人 欠 量 70 7 


决定 的 平面 w 的 方程 为 : sx 
RF — Pn) 一 0， 
式 中 个 是 平 闸 ww 上 任意 点 型 的 径 入 ， 因 为 209.98=]， 所 以 上 式 
可 叶 成 
NT nD=0, (3 .1-13) 
《3 .1-13) 叫 做 平面 的 矢量 式 法 式 方程 . 
如 来 让 ?= {2, 对 1 一 {cosa, eos B, cosy}, 
么 内 (3.1-13) 得 
2 COSa+y eos B+2cecosy—n=0. (3.1-14) 
(3.1-14) 叫 做 平面 的 坐标 式 法 式 方程 或 简称 法 式 方程 . 
的 
程 : 山 一 次 项 的 系数 是 单位 法 矢量 的 分 量 , 它们 的 平方 和 等 于 
四 因为 p 是 原点 0 到 平面 mw 的 距离 ,所 以 常数 项 -p<0. 
/ 展 据 洗面 的 法 式 方程 的 两 个 特征 ， 我 们 不 难 把 平 剖 的 一 般 方 
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公 (3.1-10), 即 Av+By+O02+D=0 化 为 平面 的 法 式 方程 ， 事 实 
上 ,nn 一 {4, B, 0} 是 平面 的 法 矢量 ,而 = ON = fo y, 车, 所 以 
(3.1-10) 可 写成 ; 
RTD=0, / “(3.1-16) 
把 (8.1-15) 与 (3.1-13) 比 较 可 类 ,只 要 以 
1 1 


Er T= 
i 


入 = 一 一 Dh 
十 | 了 2| 十 4 十 到 2 十 CO 


洲 (8.1-10) 就 可 得 法 式 方 程 ， 
Az 


+ TT 0, (3.1-16) 
其 中 和 的 正 负 号 选取 一 个 ,使 它 满足 和 D= 一 p<0, 或 者 说 当 DD#0 
时 , 取 久 的 符号 与 孔 蜡 号 ; 当 力 =0 时, 》 的 符号 可 以 任意 选取 ( 正 
的 或 负 的 ). 

我 们 在 前 面 已 指出 ， 在 直角 坐标 系 下 ,平面 的 一 般 方程 
(3.1-10) 中 一 次 项 的 系数 4， B, O 为 平面 的 一 个 法 矢量 的 分 量 ， 
在 这 里 我 们 又 看 到 -AD=p 等 于 原点 到 这 平面 的 距离 ， 平面 的 
一 般 方程 (3.1-10) 乘 上 取 定 符号 的 和 以 后 ， 便 可 得 到 平面 的 法 式 
方程 (3.1-16), 通常 我 们 称 这 个 变形 为 方程 (3.1-10) 的 法 式 化 ,而 
因子 / 

入 = 2 (在 取 定 符号 后 ) 
LTVA+BTC 
就 员 做 法 式 化 因子 . 

例 3 已 知 两 点 Mi(1， -2，3) 与 Ma(3，0，- 人， 求 线段 
JI:Ms。 的 垂直 平分 面 r 的 方程 . 

解 ” 因 为 矢量 对 :js 一 {2, 2，-- 全 =211 1， 一 2} 垂直 于 平 
面 r, 记 以 平面 加 的 一 个 法 矢量 为 


和 和 
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R=i1, 1, —2}, 
所 求 平面 又 通过 及 Ms 的 中 点 太 o C2， 一 1，1)， 因 此 平面 zw 的 
点 法 式 方程 为 
(2—2)+ (y+1) -2-1)=0, 
化 简 整 理 得 所 求 平面 sw 的 方程 为 
2Z 十 9 一 2 十 一 0， 
例 笃 把 平面 ww 的 方程 32 一 2y 十 6z 十 14=0 化 为 法 式 方 程 , 求 
目 丰 避 指 站 平面 于 的 单位 法 矢量 及 其 方向 余弦 ， 并 求 原 点 到 平面 
的 距 议 ， 
解 ”因为 4=3, 有 = 2, 0=6, D=14>0. 
所 以 取 法 式 化 因子 
1 1 1 


一 .42 万 3 十 CC _ A 3: 十 ( 一 忆 )2 十 62 了 


将 已 知 的 一 般 方程 乘 上 入 一 十, 即 得 法 式 方程 


和 = 


原点 指向 平面 的 单位 法 矢量 为 9 一 { 一旦， 号 ， 一 与 |, 它 的 方 
, 、 3 9 6 
问 余 路 为 cosa= 一 万 ， Cc0s 忆 一 让 ，C0SY = 一 去 ， 原 点 0 到 平面 
5 的 距离 为 p=2. : 


习 题 
1， 求 下 列 各 平面 的 人 举 标 式 人 参数 方程 和 一 般 方程 ， 
(I) 通过 点 Mi(3,1 一 防 和 32C1， 一 1, 0) 且 平行 于 矢量 {--14, 0, 中 的 
平 j@; : 
z (23) 通过 点 后 一 5 4) 和 di2(2，2， 一 3 有 旦 重 交 于 20 坐标 面 的 平 
上 
*° 10， 


(3) 已 知 四 点 4(5. 4， 3), B(1, 6 2), 0(5, 0 4), D(4 0 6)， 求 通 
过 直线 .4B 且 平 行 于 直线 CD 的 平面 ， 并 求 通过 直线 4B 目 与 人 4BC 所 在 
于 所 王 直 的 平面 . 
2. 化 平面 方程 十 2y 一 s 十 4=0 为 截 距 式 与 参数 式 ， 
9， 证 明 矢量 b={X, 了 妈 平行 于 平面 4+By+04+D~0 的 充 要 
条 件 为 ，4X+BY-0OZ=0. 
4. 已 知 连接 两 点 403, 1J0， 一 5) 和 B(0,12, zs) 的 线段 平行 于 平面 
Ty” sg 一 1 二 0, 求 日 点 的 8 坐标, 
让 下 列 平 面 的 一 般 方程 : 
四 通过 点 243 一 二 二 和 对 208， 一 2， D 且 分 别 平行 于 三 坐标 儿 的 
三 个 平面 : 
(2) 过 点 几 (3, 2 一 今 且 在“ 畏 和 y 轿 上 截 距 分 别 为 一 2 和 一 3 的 平 
三 ; 加 
《3) 与 平面 到 + 一 24 十 3 一 0 筷 直 且 分 别 通 过 三 个 坐标 轴 的 三 个 平面 
44) 已 知 两 点 加 3，-…4，2)， 诗 24，--2， 一 1)， 通 过 好 且 重 直 于 
六 1o 的 平面 ， 
(3) 原点 0 在 所 求 平面 上 的 正 投影 为 P(2, 9， 一 6); 
(6) 过 点 M1(3,， 一 5, 1 和 Mel4, 1 2) 且 以 直 寺 平面 2_8y+351=0 
I 
将 下 列 平面 的 一 和 投 方程 化 为 法 式 方程 ， z 
机 7 一 2 二 53 一 3 一 0， (2) 和 一 jy 十 1 二 一 人 0。 
xz 十 2=0; (4) dr 4y+7s=0 
《。 求 目 举 宗 原 点 向 以 下 各 平 辐 所 引 硬 线 的 长 和 指向 平面 的 单位 法 矢量 
采 方 向 余弦 ; 
(1) 2z+3y+62— 35~0: 
(2) 2 一 2 十 35 十 21= 一 0. 
3. 已 知 三 角形 顶点 为 二 0 一 7, 人， 了 (2， 1 D, OC2..2 8)， 洲 平 
行 于 人 4BC 所 在 的 平面 且 与 它 : 让 趾 轨 二 个 单位 的 平 面 方 入 
9。 求 与 原点 距离 为 6 个 单位 ， 且 诗 三 堂 标 办 Oz， Oy 与 0s 上 的 规 距 之 
比 为 4:00 二 一 1;3:3 的 平面 
党 二 半分 别 与 三 个 坐标 条 交 于 点 名 为 0, 求人 4B0 
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的 面积 ， 
11. 设 从 坐标 原点 到 平面 一 十 区 十 二 一 工 的 距离 为 2 求证 ; 
1 1 Li 
2 六 6 2 


十 it 一 全 
bh 


8 3.2 平面 与 点 的 相关 位 置 
空间 中 平面 与 点 的 相关 位 置 , 有 且 只 有 两 种 情况 , 就 是 点 在 平 
面 上 ,或 点 不 在 平面 上 ,点 在 平面 上 的 条 件 是 点 的 坐标 满足 平面 的 
旋 程 下面 我 们 在 直角 坐标 系 下 米 讨论 点 不 在 平 曾 上 的 信和 帝 ， 
1. 点 与 平面 间 的 距离 | 
在 求 点 与 平面 间 的 距离 之 前 ， 我 们 先 引 进 点 关于 平面 的 离 差 
的 概念 . 
定义 3.21 如 果 和 月 点 Me 到 平 看 r 引 午 线 ， 其 焉 足 为 Q， 那 
么 矢量 QM6 在 平面 w 的 单位 法 矢量 经 二 的 细 影 叫做 后 而 o 与 平 
面 呈 辣 的 高 差 , 记 做 
3= 射影 .Qu (3.2-1) 
容易 看 出 ,空间 的 点 与 平面 间 的 离 送 , 当 且 仅 当 点 及。 位 于 平 
面 秋 的 单位 法 天 量 经 所 指向 的 一 侧 ， Qio。 与 和 如同 向 (图 3-6)， 
离 差 3>0; 在 平面 z 的 另 一 便 ，&3。 与 22 方向 相反 (图 3-7)， 可 


和 


闭 8<0; 当 且 仅 寺 当 Mo 在 平面 w 上 时 , 离 差 6=0. 
显然 就 是 点 异 o 与 平面 守之 间 的 距离 dd, 
定理 8.2.1 点 用 ,与 平面 (3.1-18) 间 的 离 差 为 

一 也 条 0 一 力 ， . (3 .2-2 ) 


区 图 7o= OMo. 
注 ”根据 定义 3.2.1( 图 3-6 或 图 3-7) 得 
6 二 射影 ON = (OMfo — 00) 
一 和 (Yo 一 9) 一 天 .70 一 no q, 
而 @ 在 平面 (3.1-13) 上 ,因此 1% 一 p, 所 以 


6 一 到 "70—n, 
推论 1 点 Motoo， yo 20) 与 平面 (3.1~14) 间 的 离 差 是 
S 一 waecosa 十 yo C08 Bz0 COSY —D, (3 .2-3) 


推论 2 点 了 Yo(wo, yo x0) 与 平面 Aw 十 By+0z+D=0 间 的 


滤 黄 为 
Aro+ Bia- Cot D 
-ro 二 7 一 . (3.2-4) 


2, 平面 划分 室 间 问题 三 元 一 次 不 等 式 的 几何 意义 
充 于 曾 w 的 一 般 方程 为 
Ot 
那么 , 宇 间 任何 一 点 庆 (4, y, ?) 对 平面 的 离 差 为 
6=ACAs+ By+0z+D), 
蕊 中 和 为 平面 严 的 法 化 因子 ,所 以 有 
Av+ Byt O01D=- 5. (3.2-5) 


以 一 


对 于 平 癌 sw 同 侧 的 点 , 6 的 符号 相同 ， 对 于 在 m 异 铀 的 点 ，5 

有 不 同 的 符号 .这 是 因为 当 Wi 与 87。 是 z 则 侧 的 点 时 全 有 天， 与 
QWs 辣 向 (图 3-8); 当 且 4 与 人 L， 是 w 异 侧 的 点 时 Ql QM 
“111， 


a - ” 
电 本 bk 加 7 + 


了 


图 3-9 
方 四 相反 (图 3-9). 因此 由 (3.2-5) 式 可 以 知道 平面 x: 4z 十 By 十 
C2 十 D=0 把 空间 划分 为 两 部 分 ， 对 于 某 一 部 分 的 点 4z 十 2 十 


Cx 十 孔 >0; 而 对 于 另 一 部 分 的 点 : 则 有 42 二 By 二 CC 十 岂 <0 在 平 
面 @ 上 的 点 Az-+-By+Oz+D=0. 


, 可 是 
i， 计算 下 列 点 和 平面 同 的 亡 友 位 距 商 ， 
(1) MC(—2, 4, 3), ww: 27~y+221+3=0: 
(2) M(1, 2, —3), a. 和 
2， 求 下 列 各 点 坐标 : 
(GD 在 9 轴 上 且 到 平 商 z 十 2 一 2 一 2=0 距离 等 于 4 个 单位 的 点 ; 
(2) 在 3s 轴 上 上 且 到 点 ML, 一 2, 0) 与 到 平面 37 一 2y+ 人 6 一 9 二 0 距离 扫 
等 的 点 ; 
(3) 在 7 铀 上 上 且 到 平 曾 12z 一 10y 十 219s 十 1=0 和 和 22 十 2y 一 5 一 4 二 0 中 
离 相等 的 点 . 
3， 已 知 相 面体 的 四 个 顶点 为 SC0, 6, 4),，4(3,5, 3), B( 一 2, 11, 一 5)， 
eo 一 了， 4)， 计 算 从 顶点 态 向 底面 480 所 引 的 高 : 
， 求 中 心 在 C43， 一 也 一 纪 且 与 平面 2z _y— B411=0 相 切 的 球面 方 


5. 求 遂 过 3 轴 且 与 点 丰 (5, 4 3) 相距 8 个 单位 的 平面 方程 。， 
6. 求 与 下 列 各 对 平面 距离 相等 的 点 的 轨迹 ， 
(1 Bp+0y-2-7=0 和 dr-3y-d=0; 


"Tl%， 


(2) 9z -y+-22—14=0 和 9x.~ 9 二 2 6=0 

7， 没 平面 % 为 A 十 By+0s+DD=0， 它 与 连接 二 点 Maob 加 纪 ) 和 
Ms(z3，%，82) 的 直线 相交 于 点 政 , 且 ji = 性 Mo, 求证 ; 

4 ATi1+ Ba tC +D) 
Axs + Bya tt :st 1) 

8, 已 知 平面 吕 7 十 2 一 33 十 4 一 0 点 0(0, 0, 0), .11 
—2), CC2, 0, 2), DCO, 0, 4), EC1, 3 0) F(—1, 0 工 试 F 
哪些 在 平面 的 某 一 侧 , 哪些 在 w 的 另 一 个 , 哪些 点 在 平面 上 ? 

9， 判别 点 在 (2， 一 1],， 少 和 NC1,，2， 一 3) 在 由 下 列 相 交 平面 所 构成 的 同 

二 而 角 内 , 还 是 分 别 在 位 邻 二 面 角 内 , 或 是 在 对 顶 的 二 面 角 内 ? 
Oo Ti 与 0 一 2 一 十 4 一 0: 
WT 20 一 1 二 53 一 1 一 0 与 mo，3mr 一 2 十 6s 一 1=0 
HE 2 一 Yy 寺 2 一 3=0 与 wo 3% 二 +2 一 68 一 1 二 0 所 构成 
二 下 入 bo 下 分 面 的 方程 ,在 此 二 甸 角 内 有 点 讼 (二 2,， 一 3), 


Ny 3.3 两 平面 的 相关 位 置 
空间 两 个 平面 的 相关 位 置 有 三 种 情形 ， 即 相交 、 平 行 和 重合 ， 
出 旦 党 且 仅 当 两 平面 有 一 部 分 公共 点 时 它们 烛 交 ， 当 且 仅 当 南 平 
面 无 公共 点 时 它们 相互 平行 ， 当 且 仅 当 一 个 平面 上 的 所 有 点 就 是 
万 一 个 平面 的 点 时 , 这 两 平面 重合 . 下 玫 如 委 设 两 衬 面 的 方程 为 
mi: 4 十 有 0 十 Ca 十 太一 0 (1) 
a. 4az 十 了 Boy 十 Ooz 十 有 一 0， (2) 
那么 两 平面 zi 与 ma 是 相交 还 是 平 1 了 或 是 重合 , 就 决定 于 由 方程 
全 与 (2) 构 成 的 方程 组 是 有 解 还 是 无 解 ， 或 是 方程 (1) 与 (2) 仅 相 
差 一 个 不 为 零 的 数 因子 , 因此 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 3.3.1 两 平面 (1) 与 (2) 相 交 的 充 要 条 件 是 


7 Ai1: Bi:C;# As: By:iOs, (8.8-1) 
平行 的 充 要 条 件 是 
oO D 3 
A B, GO D,’ (3.872) 


A Bi1 C1 _ DD (3 .8-38). 


在 直角 坐标 系 下 , 由 于 两 平面 wi 与 wa 的 法 矢量 分 别 为 
z i= {A:, Bi, O01} S52— {Ao, Bs, Oo}, 
而 当 且 仅 当 7 不 平行 于 Tos 时 , ri 与 wa 相交 ; 当 且 仅 当 92 /ta 时 ， 
i 与 za 平行 或 重合 . 因此 我 们 同样 可 得 两 平面 wi 与 wa 相交 的 
充 要 条 件 是 (3.3-1), 平行 或 重合 的 充 要 条 件 是 


A BC: _ 
人 ~ 好 "好 (3.8-4) 


现在 让 我 们 在 直角 坐标 系 下 来 研究 两 平 而 的 交角 . 

设 两 乎 面 ma 与 wo 间 的 二 面 
角 用 一 (za， mwa) 来 表示 ， 而 两 平 
面 的 法 矢量 861 与 ?4s 的 夹 角 记 为 
0 一 人 (W179)， 那 么 显然 有 (图 
3-10) 

Lm Try ) = 或 Xx 一 0， 因 
还 我 们 得 到 : 


Wa 


SE [AR 
ni | | ns| 


COSA (mi, Na) = 土 c0s0= 土 


+ 414。 十 BB + O09 
VA+BI+OT VA2+Bi+O2. 


显然 平面 mi 杜 rs 互相 垂 百 的 充分 必要 条 件 为 一 (ri Ta ) 
一 避 , 即 cos 和 (zs, ma) 一 0, 因 此 从 (3.3-5) 我 们 得 
定理 9.3.2 两 平面 (H) 与 (2) 相 互 垂直 的 充 要 条 件 是 
Aids+ BiBs + O10a = 0., (3 .3-6) 


(3 .8-5) 
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习 题 
1， 乃 异 下 列 各 对 平面 的 挡 关 位 置 ; 
(1) z 十 2 一 各 十 10 与 开 十 十 -23 一 0 
(2) By 2s -5=0 与 2+3y 一 5 一 t 一 0， 
(3) 67 十 24 一 4 十 3 一 0 E 与 9r+8y 一 64 一 与 =0 


“< 分别 和 下 下 列 终 件 下 确定 2 m7 的! 什 : 
(1) 使 C 一 3)7 十 (2 十 49 二 (2 一 3)8 十 8 一 0 了 Cm) w+ (Rh—9) 1 十 
4 一 3 一 16=0 表示 同一 平面 ; 
(2) 使 2%r+my+3s 一 5=0 与 Iw-6y-6z 十 2=0 表示 二 平行 平面 ; 
(3) 使 他 十 y 一 84 十 1=0 与 ?75 一 2y 一 8=0 表示 二 互相 垂直 的 平面 、 
j4， 求 下 列 两 平行 平面 间 的 距离 : 
(2) 19x -4yt+8z+21=0, 197— 4y+82+42=0: 
本 837 十 071 一 3233 一 一 0，37 十 67y 一 2 十 世 =0 
或 下 列 各 组 平面 所 成 的 角 : 
(1) zt+y~—11=0, 37-+-8=0: 
(2) 27 一 3 十 6 一 1412 一 0 7 十 97 十 33 一 =0 
05， 求 下 列 平 面 的 方 各 : 
(CU 通过 点 MM1C0, 0, 1) 和 sl(3, 0, 0) 且 与 学 和 沫 而 ?0y 成 60" 角 的 平 


下 


Hi; 
‘2) 过 4 轴 上 且 与 平面 27+y 一 V5s~-7?7=0 成 60; 角 的 下 而 
6 设 三 平行 平面 mm， Ax% 十 By 车 Cs+D=0G=1, 2, 3), 了 M, h 是 分 


刘 属 于 平面 mt，ra，a 的 任意 点 , 求 人 LEN 的 重心 的 议 迹 ， 


$3.4 空间 直线 的 方程 
1， 由 直线 上 一 点 与 直线 的 方向 所 决定 的 直线 方程 
在 空间 给 定 了 一 点 好 与 一 个 非 堆 矢量 9, 那么 通过 点 凡 。 且 
与 矢量 也 平行 的 直线 1 就 唯一 地 被 确定 ,矢量 9 叫做 直线 的 方 
向 入 量 。 显然 , 任何 一 个 与 直线 ! 平行 的 非 零 矢 量 都 可 以 作为 直 
。 1J5 。 


线 7 的 方向 矢量 . 

现 按 给 定 条 件 导出 直线 的 方程 . 在 空间 取 标 架 {0; el, es es ， 
并 设 点 Ho 的 径 矢 为 ONHo=yo， 
直线 也 上 的 任意 点 下 的 径 秋 为 
0 开 =7( 网 3-11), 那 么 , 显然 点 
旭 在 育 线 了 上 的 充 要 条 件 为 


M1oa1 与 v0 共 线 , 也 就 是 
MoM = 

1 人 — +o= i, 

所 以 = 了 0--tv, (3.4-1) 


(3.4-1) 上 8 做 直线 ?的 矢量 式 和 参数 方程 ,其 中 t 为 参数 . 
姐 闪 设 点 有 okao， oo 20), (vy, 四 那么 Yo 一 to Yo, Xol， 
一 {wy， 中 ;又 设 VD 一 {六 ,了 ， 2%}, 那么 由 (3.4-1) 式 得 


一 Wo 十 广 t， 
| —yo-+ Yt, (3.4-2) 
z=20+2t. 
(3.4-2) 虽 做 直线 7 的 坚 标 式 参 数 方程 ， 


由 3.4--3) 消 去 参数 1， 那 么 = 


13 .4-3、 
(3.4-3 叫做 直线 了 的 对 称 式 方 
程 或 构 直 线 ! 的 标准 万 程 
例 1 求 通过 空间 两 点 3 
make V4 331) 和 六 (422，ya， 3) 的 直 绕 了 的 方程 
解 取 v= 入 开 作为 直线 1 的 方 阅 矢量 ， 设 于 (oo 为 
“10。 


直线 ! 上 的 任意 点 (图 3-12), 那么 
r=0M = {0,y, 2), 
1 OM = {w,, Wi, 2 (d=1, 2) 
v= MM 一 人 3 一作 一 {Xa— m1, Ya— Yi, 23— 1 


所 以 直线 ， 的 矢量 式 参 数 方程 为 ; 。 


T= to 1); : (3.4-4) 
党 标 式 参数 方程 为 
A | 
y—y1tt ya 1), (3.4-5) 


21 二 tza— 21 ); 
对 称 式 方程 为 


人 (3.4-6) 
aH Ya~Y Xa—21" : : / 


方程 (3.4-4), (3.4-5), (3.4-6) 都 则 做 直线 1 的 两 点 式 方程 ， 
在 直角 储 标 系 下 , 直线 的 方向 矢量 常常 取 单位 矢量 
2 一 {cosa, cos B, cosy}, 


这 时 直线 ?的 参数 方程 为 


= F010, / (3.4-7) 
或 
一 0 十 上 co0Sa， 
[ymt toosp z (3 .4-3) 


2 一 20 十 7 C0SY, 
所 线 ! 的 对 称 式 方 程 为 


V0 YY ,2-0 


ps / 3.4-9 
COS 0 cos pp cosy ” ( ) 


这 四 (3 .和 7 中 的 二 的 绝对 值 恰好 是 直线 1 上 的 两 点 Mo 与 对 间 
的 距离 , 这 是 因为 
1 == | 他 一 To| = 一 [MMo | 。 


“e117, 


”直线 的 方 问 矢量 的 方 同 角 w，pB, 7 与 方 问 余 效 oosw，cos 态 ， 
cosY 分 别 叫 做 直线 的 方向 角 与 方向 余弦 ; 直线 的 方 阿 矢量 的 分 量 
,了 ,ZZ 或 与 它 成 比例 的 一 组 数 1 mol 一 :了 :2 和 ) 思 做 
直线 的 方向 数 。 由 于 与 直线 共 线 的 任何 非 零 矢量 , 都 可 以 作为 直 
线 的 方向 矢量 ,因此 一 or 一 Br-7 以 及 oos(m 一 o)= 一 008a， 
cos\T 一 所 一 一 008 有 cos(r 一 ?= 一 0087， 也 可 以 分 别 看 作 是 直 
线 的 方 癌 着 与 方向 余 苞 显然 直线 的 方向 余 荡 与 方向 数 之 间 有 着 
下 庙 的 天 系 : 

[ 7 


VTm VE+m + 


2 
VEEm ( ) 
或 COS a [ 08 B= < 
， 一 一 一 0 2 一 一 - 了 
NN A 


i 


A 洛 一 一 一 
7 MBE+t mt (3.4710 ) 


由 于 这 里 所 讨论 的 直线 ,一 般 都 不 是 有 向 直线 ,而 且 两 非 零 和 
量 {XX， 了 ,如 ) 与 {'，Y'，21} 共 线 的 充 要 条 件 为 


0 
中 yy 0 ” 
或 写成 XY:I= RTD’ 


所 以 我 们 将 用 全 :了 :ZZ 来 表示 与 非 零 矢 量 { 工 , 了, 分 共 线 
的 直线 的 方向 ( 数 ) 同样 , 在 平面 上 用 全 :了 表示 栖 天 量 {X,Y} 
共 线 的 直线 的 方向 ( 数 ). 
z. 直线 的 一 般 方程 
设 有 两 个 平面 xi 和 wa 的 方程 为 
Tj: Aw+ Biy C+ Di=0, 
/ | .411) 
‘Ta, Agw -t+ Bay t+ Cazt+ Da=0. 


“了 TS。 


如 果 人 即 方程 组 (3. 4-:11) 中 的 系数 行列 式 
nob lo oh la 

Bs 2 | Os 

不 全 为 零 ， 那 么 平面 mi 与 wa 相交 ， 它 们 的 交 线 设 为 直线 1， 因 为 
育 线 1 上 的 任意 一 点 同 在 两 平面 上 ， 所 以 它 的 坐标 必 满 足 方程 组 
(3.4-11); 反 过 来 ， 坐 标 满足 方程 组 (3.4-11) 的 点 同 在 两 平面 上 ， 


因而 一 定 在 两 平面 的 交 线 即 直线 1 上， 因此 方程 组 (3.4-11) 表 示 


直线 ! 的 方程 ,我 们 把 它 叫做 直线 的 一 般 方 程 ， 

直线 的 慰 准 方程 (3.4-3) 是 一 般 方程 的 特殊 情形 ， 事 实 上 ,我 
们 总 可 以 将 标准 方程 (3.4-3) 表 示 为 一 般 方程 的 形式 , 这 是 因为 在 
(3.4-3) 中 二 ,了 ,2 不 全 为 零 , 不 妨 设 和 4 关 0， 那 么 3.4-3) 可 先 


改写 成 
此 一 交 0 名 一 20 
人 OA 
YYo Yo 
一 一 一 一 
经 过 整理 得 下 列 形式 
人 
W/ 一 202 十 地 


式 中 47 万， 一 万 ， 


ce 一 mo 一 广 知 qd 一 加 一 万 3 
显然 这 是 一 种 特殊 的 一 般 方程 ， 
(3.4-3) 表 示 的 直线 1 可 以 看 作 
是 用 (3.4-12) 中 两 个 方程 表示 的 
两 个 平面 的 交 线 ， 而 这 两 个 平面 
是 通过 该 直线 且 分 别 平 行 于 Oy / A 
拙 与 Ow 轴 的 平面 ,在 直角 坐标 系 下 它们 又 分 别 垂直 于 坐标 而 z0x 
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与 30z( 图 3-13)， 我 们 把 (3.4-12) 叫 做 直线 7 的 身影 式 方程 
反 过 来 ， 直 线 的 一 般 方程 (3.4-11) 也 总 可 以 化 为 标准 方程 
(3.4-3) 的 形式 , 这 是 因为 (3.4-11) 中 三 个 系数 行列 式 


B，oO| IO hi| 14，B， 
Bs, Os» Oa A, A, Bb 
不 全 为 零 ,不 失 一 般 性 , 设 
A!:! BB: 
0 
4s Bl 


事 么 由 (3.4-11) 中 的 两 式 分 别 消去 y 与 7 得 直线 的 射影 式 方程 
为 ， 


B: Or Pi DD 
"| 
A。 B, | A。 Ps 
OO Ai | 的 A; 
4。 | Ds As! 
全 | 4 Bil” A: Bl 
4 B, | | 4, Bs 
从 而 得 直线 的 标准 方程 为 
2 一 Yo _ YYo 2 一 各 
B O| TO 有 TAr BT 
Bs On O。 As| |4， B。 
B: Di D: A 
式 中 40 一 全 他 ; Yo A 全 Zo 0, 
4。 B, 4 B, 


从 上 可 以 看 出 , 给 定 了 直线 的 一 般 方 程 (3.4-11), 我 们 立刻 可 
以 号 出 它 的 一 组 万 同 数 ， 这 就 是 方程 组 (3.4-11) 的 三 个 二 阶 系 数 
行列 式 z 
.120。 


Bb.:. Oal | Ci As| 


41 B 、 
由 于 议 三 个 二 游行 列 式 不 能 全 为 零 , 例如 "| 关 0， 那 么 我 


| 4 Bo 
们 就 可 使 z 取 任 意 指定 的 值 ?一 z (特别 地 可 取 %=0)， 解 方程 组 
(3.4-11) 得 4 一 vo, y 一 Jo， 那 么 (vo, yo, 20) 为 方程 组 (3.4-11) 的 
一 个 特 解 ， 所 Mo wo, yo， 20) 就 是 直线 上 的 一 点 ， 于 是 闻 样 地 得 到 
了 直线 (3.4-11) 的 标准 方程 为 
wio _ YY ?0 
IiBs Cs| IO 4s| |4, Bs 
例 2 化 直线 7 的 一 般 方程 
人 
20 十 9 一 32--1 一 0 


为 标准 方程 
1 1 : 
解法 一 ”因为 y， 的 系数 行列 式 | go, 所 以 可 由 


原 方 程 组 分 别 消去 > 和 yy, 得 直线 ! 的 射影 式 方程 为 : 
{” 一 22 十 二 
2 一 二 


所 以 直线 1 的 标准 方程 为 


a 
解法 二 ”因为 直线 1 的 方 回 数 为 
1 1 1 3112 1 
1 i 2 |2 1 
骨 设 X=0. 解 得 y=4, z=1, 那么 (0, 4, 1) 为 直线 上 的 一 点 中 ,所 
@ 化 直线 的 -- 般 方程 为 标准 方程 ,可取 直线 上 任意 指定 的 点 。 


- 一 4:8:0=1:( -2):0. 
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以 直线 ?的 标准 方程 为 


Li RE 


在 直角 坐标 系 下 , (3.4-11) 中 的 两 平面 的 法 矢量 分 别 为 
R= {4 Bi, O01}, Ria= 14, Ba, Oa}, 


所 以 直线 1 的 方向 矢量 可 取 为 
pn nn -| POCO 1 O: Ail A Bi | 
MTB os)’ lo 4 |4, B,J 


例 3 把 直线 二 的 :一 般 方程 
[£2y 二 32 一 4 二 0， 
lz 2y -z=0. 
化 为 标准 方程 
解 ” 因 直线 1 平行 于 矢量 
NiXne={1, 2, 3}x1{1, ~2, —1} 
~ {8, 4, 0}=4{2, 1, 0}, 
记 以 失 量 b= {2, 1, 0} 为 直线 1 的 方向 矢量 。 其 次 由 于 
] 1 3 
Ii -1 
因此 今 y=0, 解 方程 组 得 z=1, z~1， 那 么 (i, 0, 1) 为 直线 1 上 
的 一 品 , 所 以 直线 1 的 标准 方程 为 ; 


Ee 


*0, 


1. 求 下 列 各 直线 的 方程 ; 

(1) 通过 点 4( 一 3, 0, 1) 和 B(2，--5, 1) 的 直线 ; 

(2) 通过 点 Mo(Yo,，Vo， 80) 且 半 行 于 两 相交 平面 mi: 有 + By 二 C8 十 z 
D; 一 0 一 1，2) 的 直线 ; 
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《3) 通过 点 了 (LL，- 久 区 且 与 % 功 三 名 分 别 成 角 6 和 <， 二 0” 的 


直线 ; ， 
中 华 ~ 
(4) 通过 点 M(D 0, -2) 且 与 两 直线 = 了 = 天 


1 -1 1 一 
2 垂直 的 直线 ; 
(5) 通过 点 MM(2， 一 838， 一 5) 且 与 平面 6x -3 一 5 二 2 一 0 垂直 的 吉 线 . 
2. 求 以 下 各 点 的 华 标 : 


一 8 38--8 
~ 起 = 一 so 一 上 与 原点 相距 25 个 单位 的 点 


(2) 线 
大 于 下 27+y—28+3=0 


3. 求 下 列 各 平面 的 方程 
(1) 通过 点 P(2，0， 一 ), 且 又 通过 直线 二 一 - 妇 - 一 各 


与 点 P(2, 0， 一 孔 对 称 和 的 点 。 


1 
(2) 通过 直线 82 = 43 51 目 与 直 二 
人 
ZX 十 24 一 4 一 5 一 必 
半 行 时 平面 ; 
(3) 通过 直线 Le = 2 日 与 平面 37+2y 一 2 一 5=0 垂 让 
-的 平面 ; 
(4) 通过 直线 人 向 三 坐标 面 所 引 的 三 个 射影 平面 。 


4. 化 下 列 直线 的 一 般 方 程 为 身影 式 方 和 与 标准 方程 ， 并 求 出 直线 的 方 
癌 余 驴 


27 十 一 十] 一 0 7 十 3 一 6 一 0， 

C1) | 2) | 
37—Yy— 28--3=0; or —4y—g+6=0: 
公 十 2=0 


5. 一 直线 与 三 坐标 轴 间 的 角 分 别 为 ag，B, YY, 证 朋 
sin2a+sin2 B+sin’y=2. 
$3.5 直线 与 平面 的 相关 位 置 
空间 直线 与 平面 的 相关 位 置 有 直线 与 平面 相交 ， 直 线 与 平 闸 
.193..。 


平行 和 吉 线 在 平面 上 的 三 种 情 将 ， 现 在 我 们 来 求 直 线 与 平面 相互 
位 置 关系 的 条 件 ， 设 直线 ! 与 平面 x 的 方程 分 判 为 


了 0 一 0 一 一 9 
T，47 十 DB 十 C2 十 天 一 0， (2) 


为 了 求 出 直线 1 与 平面 w 相互 位 置 关系 的 条 件 ， 我 们 米 求 直线 1 
与 w 的 交点 ,为 此 将 直线 1 的 方程 改写 为 参数 式 


‘个 一 Wo 十 入 二 
| y=—yot YL, (3) 
2= zo Lt 
(3) 代 入 (2), 经 整理 可 得 
(AX+BY+OZ)t= — (Avot Byo tOi+D), (4) 


因此 , 当 且 仅 当 4 于 -BY +0Z##0 时 , (4) 有 唯一 解 
_ _ Axo+ Byo tO%W+ DD 

AX 十 天- 十 COOL 
这 时 直线 ? 与 平面 上 有 唯一 公共 点 ; 当 且 仅 当 4 束 十 BF 上 OZG =0， 
Azo+ Byo 十 O20 十 D0 时 ,方程 (无 解 , 这 时 直线 1 与 平面 mw 没 
有 公共 点 ; 当 旺 仅 当 4 和 十 B7 二 OZ =0，4xzo 二 Bo 十 Oz 十 万 =0 
时 ,方程 (4) 有 无 数 解 , 这 时 直线 ?与 平王 w 有 无 数 公 共 点 , 即 直 线 
4 在 平面 w 上 . 这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 ， 

定理 3.5.1 直线 (I) 与 平面 (2) 的 钥 互 位 置 关系 有 下 面 的 充 
要 条 件 : 

1” 相 交 ， 


f 一 - 


AX +BY +0Z#0, (3.5-1) 
2 ”于 行 : 
AX+BY +0OZF=0, 
Mo Byot CO + .Dz 0; (3.5-2) 
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3” 直 线 在 平面 上 . 
AX-+BY+OF=0, 
Axo+ Byo-tOzot+ D=0. | ‘3.5-3) 
由 于 直线 1 的 方向 矢量 为 ={ 耳 , 了 , 2}， 而 在 二 角 坐 标 系 
下 ,平面 sw 的 法 矢量 为 Rn 一 {4, B, 0}， 因 此 在 直角 坐标 系 下 ， 下 
线 了 与 平面 严 的 相互 位 置 关 系 , 从 几何 上 看 ,直线 1 与 平面 sw 的 相 
交 条 件 
AX+BY 十 OA 关 0 
不 是 不 牌 直 于 12; 直线 ! 与 平面 中 平行 的 条 件 
AX+BY -0Z=0, 
Azxot+ Byot+ Ozo+ DO 
就 是 | n, 且 让 线 1 上 的 点 (wo, Yo, 加) 不 在 平面 zm 上; 直线? 在 
平和 mw 上 的 条 件 
AX+BY-+CZ=0, Avoi+ Byo+Oz0+D=0 
就 是 9] 7, 且 直线 1 上 的 点 (wo go, 0) 在 平面 wm 上. 
当下 线 1 与 平面 ww 从 交 
“ 时， 我 们 在 直角 坐标 系 下 肯 来 
求 它们 的 交角 . 
根据 初等 几何 里 的 定义 ， 
当 直 线 不 和 平面 垂直 时 ， 直 线 
与 平面 间 的 角 2 是 指 这 直线 和 
它 在 这 平面 上 的 射影 所 构成 的 和 
锐角 (图 3-14); 当 直 线 息 直 于 平面 时 ， 这 直线 垂直 于 平面 内 所 有 
直线 , 这 时 我 们 规定 直线 与 平面 间 的 角 op 为 直角 . 
直线 了 与 平面 上 间 的 角 2 可 以 由 直线 1 的 方向 矢量 2 和 平 
面 严 的 法 大 量 于 采 决 定 。 如 果 设 及 和 的 夹 角 为 和 (74, 2) 一 0 
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(0<0<m)， 那 么 p~ | 到 一 9| ,因而 


nv| 


sin p= |cos0| = nT To 


\ 14 了 十 BY 十 CI | . 
"VATBIO .VET 
从 (3.5-4) 直 接 可 以 得 到 直线 1 和 平面 wm 平行 或 1 在 平面; 
上 的 充 要 条 件 是 


(3.5-4) 


AX-+BY--OZ=0., (3.5-5) / 
而 直线 与 平面 垂直 的 充 要 条 件 显然 是 2/ ?2, 即 
A B oC 
元 一 元 一 克 。 (3.5-6) 
| 习 题 


1 判别 下 列 直线 与 平面 的 相关 位 置 ， 
一 与 4 一 2 -2s 一 3; 


《2 ) 机 一 一 = 元 与 87 一 24 十 72 一 8， 


8 一 3 十 2g 一 0 一 0 
C3) | 


与 入 一 374723- 一 一 小 
27—Yy—2—1i=0 5 


一 上 
(4) | ar S37—4y 二 +78 一 10=0. 
sg—=0t—.4 
2. 试验 证 直线 人 -2 一 -人 一 与 平面 w，2x+y 一 4 一 3 一 0 相 
交 , 并 求 出 它们 的 交点 和 交角 . 
(GD 直线 一 一 -区 二 一- 他 与 平面 zz 二 3y 一 5 二 1 一 0 平行 
7 一 2 十 2 


(2) 5 与 平面 应 -+WVy 十 65 一 了 一 0 垂直 ; 
js=3i—1 
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- Air + Biy+Ci8 =0 . z 
4 . 直 经 3 4 十 4o)2 十 (2 十 已 
对 决定 直线 { 4 s | BC-0 和 平面 ( 息 二 4)2 二 (到 十 B)9 二 


《CI 十 C2)2 一 0 的 相互 位 置 ， 

5. 设 直 线 与 三 举 标 平面 的 交角 为 和 ww 试 证 : 】 

co82 入 十 os 内 十 6082 Dp 二 2 

6. 求 下 列 球面 的 方程 : 

(1) 与 平面 x 十 2y 十 2# 十 3 二 0 相 切 于 点 隆 (1, 4， 一 3) 且 半径 ?+=3 的 球 
蚀 ; 

(2) 与 两 平行 平面 6x 一 3y 一 28 一 35 二 0 和 6x 一 3y 一 2s 十 63==0 都 相 切 
且 与 其 中 之 一 相 切 于 点 洗 (5，--1， 一 4) 的 球 库 . 


由 


$3.6 空间 两 直线 的 相关 位 置 
1. 空间 两 直线 的 相关 位 置 
空间 两 直线 的 相关 位 置 有 蜡 面 与 共 面 ,在 共 面 中 又 有 相交 、 平 
行 与 重合 的 三 种 情况 ， 现 在 我 们 来 导出 这 些 相关 位 置 成 立 的 条 


件 . 
设 两 直线 刁 与 的 方程 为 . 
1， 一 (1) 
1 1 1 
A 。 必 一 2 
pa a Ys 9 8 (2) 


这 里 的 直线 厂 是 由 点 Mi(wi, Wi, %1) 
与 秋 晤 中 一 1 于 1, 了 『 了 i, Zi1} 决定 
的 ， /as 是 由 点 Ma( Ya, Ya, 2q) 与 天 
量 ba 一 { 人 aa 了 Za} 决定 的 .从 
图 3-15 容易 看 出 ,两 直线 六 与 刀 
的 相关 位 置 决定 于 三 矢量 和 Ls 
v1, Ds 的 相互 关系 , 当 且 仅 当 三 矢量 WiEa V4, Vs 异 面 时 ,上 与 
5 异 面 ; 当 且 仅 当 三 矢量 M2, V1, Vs 共 面 时 , 六 与 及 共 面 ; 在 
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图 3-15 


共 面 的 情况 下 , 如 果 21 不 平行 于 9s, 那么 与 1 相交, 如 果 Di1 
vs 但 不 平行 于 ij*。， 那 么 直线 五 与 平行， 如果 V1/ 591 
好 ;和 Ms, 那么 且 与 重合 ， 因 此 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 ， 

定理 3.6.1 判定 空间 两 直线 (1) 与 (2) 的 相关 位 置 的 充 要 条 


件 为 
”1° 异 面 ; 
Xe 一 2 Ya— Yi so 一 2 | 
4-| XK YY: 和 0i (3.6-1) 
Xs Ya 2 
2” 相交 
4=0, XiYigiFRuiTuZs (9.6-2) 
3° 平行 ， : 
eBevA ese z 
A (Wa— 21): (Ys ~ Yi): (Ko ~— 1); (3.6-3) 
4 重合， 


XP Zi=T Pa: 8 
= (V2): (Ya— yi): (go— 81), (3.6-4) 
2， 空 间 两 直线 的 夹 角 
平行 于 空间 两 直线 的 两 矢量 间 的 角 , 叫做 空间 两 直线 的 夹 角 ， 
如 果 用 它们 的 方 癌 矢量 之 间 的 角 来 表示 , 就 是 


,la)= 7 (V1, UV») 


或 A la)=7— (Vb, Vs), 
所 以 得 , / 
定理 3.6.2 在 直角 坐标 系 里 ,空间 两 直线 (]) 与 (2) 夹 角 的 余 
弦 为 
os Zh, Ib) -+ 二 元 5 于 - 汪 训 二 他 
(3.6-5) 
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推论 ”两 直线 人) 与 2) 垂直 的 充 要 条 件 是 
吕 1 系 3 十 了 了 十 230 一 0. (3.6-6) 

3， 两 异 面 直线 间 的 距离 与 公 王 线 方 程 

空间 两 直线 上 的 点 之 间 的 最 短 距 离 叫 做 这 两 杀 直 线 之 间 的 距 
离 。 显 然 两 相交 或 重合 的 直线 间 
的 距离 等 于 零 ; 两 平行 直线 间 的 
距离 等 于 其 中 一 直线 的 任 一 点 到 
男 一 直线 的 距离 (点 到 直线 的 距 
亢 在 下 一 节 讨 论 ) 与 两 条 异 面 直 
线 都 垂直 相交 的 直线 叫做 两 异 面 
直线 的 公 重 线 ， 两 异 面 直线 间 的 
距离 显然 就 等 于 它们 的 公 垂 线 夹 于 两 异 而 直线 间 的 线段 的 长 . 

设 两 异 面 直线 及、 与 它们 的 公 垂 线 j 的 交点 分 别 为 Ni, N， 
(图 3-16) ,那么 六 与 之 间 的 距离 

d= [NaNi| = ~ 射影。 ,Ms Mi | 一 | 射影 vv Ma 


MM "(OXV)) 
V1 X Vs | 


所 以 两 异 面 直线 (了) 与 (2) 间 的 距离 为 
diwa 0 一 0 1—%a 
碗 ; FY, ZF1 
| YX， 7， 2 
[Fy Zi | 2 有 1 
VI Zp Zs Rs! |, YF, 
现在 来 求 两 异 面 直线 (1)，(2) 的 公 重 线 方程 ， 如 图 3-16, 公 
址 线 癌 的 方向 矢量 可 以 取 作 2 xx2as， 而 公 王 线 如 可 以 看 做 由 过 
bb 上 的 点 Mi, 以 1， V1 x Vs 为 方位 天 量 的 平面 与 过 1 上 的 点 Ma， 
以 D3, D1 Da 为 万 位 天 量 的 平面 的 交 线 ， 因此 由 (3， 1-4) 得 公 垂 线 

fo 的 方程 为 ; 


图 3-16 


(3.6-7) 
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(3.6-8) 
TW 8Y 一 外 $y 
及 Ys, A ~0, 
| 天 矿 了 
7 了 1 Zi 1 Xi Xi1 了 | 
Y= Y= ,二 明和 7 X 
式 中 了 。 1? 隐 乏 ， 筷 。 y。 放大 量 4 


Ds 的 分 量 , 即 pm 的 方 回 数 . 
例 1 求 通过 点 P(1, 1, 1) 目 与 两 直线 


ri Ti 
| i222 


都 相交 的 直线 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 直 线 的 方向 和 失 为 ={ 卫 ,了 , G， 那 么 所 求 直线 
! 的 方程 本 写 成 ， : : 


ee 


因为 1 与 如 ,fs 都 相交 ， 而 且 寻 过 点 Wi00, 0, 0)， 方 回 天 量 为 
V1 = {1, 2， 3J, b» 过 所 Mall1, 2， 3)， 方 问 天 量 为 Va = {2, 1, 和 7. 
所 以 有 


|Ij] 1 1 ] 

(MP, D1, P)=ii 2 8 一 0， 即 革 -2Y +2=0, 
Wy 
1 一 上 7 

(MP, Vs, 0) = 2 1 4| 一 0, 如 总 -2 六 一 和 =0， 
和 了 了 7 

由 上 两 式 得 ， 
XYZ =0:9:4=0:1: 


是 
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显然 又 有 站 :1:2 关 1:2:3， 芭 21 
0:1:2 关 2:1:4， 即 vXv;. 
所 以 所 求 直 线 二 的 方程 为 
x—1 1»W—1 2 一 


EE 


试 证 明 两 直线 ? 与 为 异 面 直线 ,并 求 有 与 包间 的 距离 与 它们 的 
公 後 线 方程 . | 

解 ” 因 为 直线 五 过 点 Mi(0, 0， 一 1)， 方 向 矢 最 为 D1 一 1 
-1 0} ,而 直线 如 过 点 Na(1 1, 1), 方向 矢量 为 ga 一 1 1, 07， 
从 而 有 


1 1 2 
A=( MM;, G1 ， Da) 一 1 —1 0 二 4 天 0， 
11 1 0| 


所 以 站 与 1 为 两 异 面 直线 . 
又 因为 五 与 如 的 公 重 线 j 的 方向 矢量 可 取 为 
Vi X8o 一 10，0，2)， 
所 以 玉 与 加 之 间 的 距离 为 


02 Ms , V1, Va) | 


Wr i 对“ rr = 幼 


[01 X Vo | ， 
根据 《83.6-8) 得 公 垂 线 io 的 万 程 六 
ow | z+t | 
1 -1 0 |=0, 
0 0 2 


* 3 ， 


十 Y 二 0， 

站 {。 0 

这 条 公 垂 线 的 方程 又 可 写成 | 
二 
{0 


习 题 


1. 直线 方 召 4 Bo， 六 一 0 的 系数 满 下 什么 条 件 才 能 使 
(GD 吉 线 与 销 相 交 ; (2) 直线 与 z 负 半 行 ; (3) 直线 与 了 轴 重 合 
2， 确定 ) 值 使 下 列 两 直线 相交 
「 92 一 9 二 25 一 6=0 

二 4 轩 ; 


1 
( ) | Z 十 4 十 六 3 -~ 15=0 


(2) 一 = y+ = T+1=y—1=g. 
3， 判别 下 列 各 对 直线 的 相互 位 置 , 如 果 是 相交 的 或 平行 的 两 直线 ， 求 出 
它们 所 在 的 平面 ; 如 果 是 异 面 直线 , 求 出 它们 之 间 的 距离 。 


(1) 和 ， 人 
37+2y—-6=0、 Jr1+2C— 14=0: 

(2) TTI 0313 _Y+7 2-6, 
T=t, 

(3) | -21 +43 Ty 2 二 
| t 站 人 f 一 


pu 
下 


试 求 它 们 的 会 王 线 的 方程 . 
5.， 求 下 列 各 对 直线 间 的 角 : 
(1) Tl _ Nt 2 £3 和 #3 _ 5 十 1 


37— 4y— 28=0, 4 十 ty 一 6 一 2 一 0， 
(2) { 24200 1 { ,3s +20 
6. 设 4 和 分 别 是 坐标 原点 到 点 M(d b, c) 和 MM'(&, 0', 6) 的 距离 
证 有 明 当 aa 十 bp ec 一 al 时 直线 并 好 通过 原点 ， 
?， 求 通过 点 P(1,，0， 一 2) 而 与 平面 3% 一 y 十 2# 一 1==0 平 行 且 与 直线 


4 —2 1 
相交 的 页 线 方程 . ， 
8. 求 通过 点 P(4 0，--1) 且 与 两 直线 | 
x 十 十 2 二 1， 2 一 4 一 一 3 
La 一 [2 
都 相交 的 直线 . 
9. 求 与 直线 了 一 一 菇 = 一 一 了 一 平行 且 和 下 列 给 定 两 直线 相交 的 直 
线 . 
2 一 DY 一 0， {rg=27—4, 
人 (4 3 { ,45 
T=2t—3, T=0t+10, ,， 
(2) [ts 与 Ja 
j=t, g=t 
10, 求 过 点 (2, 1 0) 且 与 直线 2 “一刀 一 4 垂直 相交 的 直线 ， 


$3.7 空间 直线 与 扩 的 相关 位 置 

空间 直线 与 点 的 相关 位 置 有 着 两 种 情况 ， 即 点 在 直线 上 与 点 
不 在 直线 上 上 ， 点 在 直线 上 的 条 件 
是 点 的 坐标 满足 直线 的 方程 ， 当 
点 不 在 直线 上 时 ， 我 们 来 求 点 到 
直线 的 距离 ， 

在 空间 直角 坐标 系 下 ， 给 
定 室 间 一 点 骨 o\wo, yo, zxo) 与 直 
线 


Mo ~ ————— 
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互 Y 了 > 
这 里 Mi(wi, Yi, 入) 为 直线 7 上 的 一 点 , 2 一 { 卫 , 二 ， 颁 为 直线 ; 
的 方向 矢量 ， 我 们 考虑 以 也 和 矢量 1M 为 两 边 构 成 的 平行 四 
边 形 , 这 个 平行 四 边 形 的 面积 等 于 |vx 杀 ' 条 6|, 显然 点 Mo 到 1 
的 距离 d 就 是 这 平行 四 边 形 的 对 应 于 以 |2| 为 底 的 高 (图 3-17)， 
因此 我 们 有 ‘ 


了 vx MM | 


地 | 
KO0 YI Yo 一 光 :0 一 Yi Yo Yi 


十 


_ | x X 也 
VY | 
(3.7-1) 
习 是 


Aiw+i+ Biy -018+ Di= 
1. 线 | ， 通过 原点 的 条 件 是 什 
直线 Ase + Bay 4 C284 Da 过 原点 的 条 件 是 什么 ? 
27—2Yy+3+3=0 
2. 三 Pp 2,，3， 一 1) 到 直 
求 点 P( a _ wy e170 的 距离. 


83.8 平面 束 
定义 3.8.1 空间 中 通过 同一 条 直线 的 所 有 平面 的 集合 叫做 
有 轴 平 面 束 , 那 条 直线 叫做 平面 束 的 轴 、 
定义 3.8.2 ”空间 中 平行 于 同一 个 平面 的 所 有 平面 的 集合 岂 


散 平 行 平面 来 
定理 3.8.1 如 果 两 个 平面 
Ti A + Biy + Oe + 站 ==0, (1) 


Ty Asw+t+ BuytUz+ D,=0 (2) 
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交 于 -- 条 直线 ,那么 以 直线 工 内 二 的 有 轴 平 面 东 的 方程 是 ， 
(Aiw+i+Biyt+Owt+Di) -tm Ass +t Bay+Ox+ Da) =0, 
(3.8-1) 
其 中 人 m 是 不 全 为 零 的 任意 实数 . | 
证 首先 证 明 , 当 任 取 两 不 全 为 零 的 1 m 的 值 时 , (3.8-1) 表 
示 一 个 平面 ， 把 (3.8-1) 改 写 为 
4 (有 十 MB)g 十 WO + m0Oa)g 
+ (1D,+mD;) =0, (3.8-1) 
这 里 的 系数 1 十 mdg, 1B1 十 mBa, IO01 十 m0s 不 能 全 为 零 ， 这 是 
因为 如 果 全 为 零 , 即 
iimda=0, LBi+mBs=0, [Oi+mOs=0, 


那么 得 / 至 -信人 


这 和 wz 与 me 是 两 相交 平面 的 假设 蔬 盾 ， 因此 (3. 8-1 是 一 个 关 
于 2 9 “的 一 次 方程 ,所 以 (3.8-1) 或 (3.8- 世 表示 一 个 平面 
因为 平面 ma 与 wa 的 交 线 虐 上 的 点 的 坐标 同时 满足 方程 (1) 
与 (2), 从 而 必 满 足 方 程 (3.8-1), 所 以 (3.8-1) 总 代表 通过 直线 荆 
的 平面 , 也 就 是 (3.8-1) 总 表示 以 直线 工 为 轴 的 平面 束 中 的 平面 
反 过 来 , 可 以 证 明 对 于 以 直线 厂 为 轴 的 平面 束 中 的 任意 一 个 
平面 w, 我 们 都 能 确定 4m 使 平面 ww 的 方程 为 (3.8-1) 的 形式 ,为 
此 只 要 在 平面 mw 上 选取 不 属于 轴 上 的 任 一 点 (xo， Yo, >o) 那么 由 
(3.8-1) 表 示 的 平面 要 道 过 点 (xo,， yo, 20) 的 条 件 是 
[Asxot Biyot Cis0F D1) + mi Asto-t Boyo t+ Cags0 +t Da) =0, 
Vm= (Asto Byo + Cogo t+ D») | 
:[— Cditot Biyot Ot+ D1)], | 
而 〈zo，%，z) 不 在 办 五 上， 所 以 4ixzo Bo 二 Oo + Di, 
506。 


Aovo 十 Bayo 十 Osto-+ Ds 不 能 全 为 零 ， 因 此 平面 x 的 方程 可 写 为 
(3.8-1) 的 形式 ， 
(Astot Bayot Oazo+- Da) (Ayw + Biy + Ot+ Di) 
— (Aiwot Biyo+ O10 D1) (Asg + Boy + C+ Da) =0, 
定理 3.8.2 如果 两 个 平面 
wi: Ait+ Biy+Oz+ Di= 
IF9: op rope 
为 平行 平面 , 即 41: 4s= Bi: Bs 一 01:O03, 那么 方程 (3.8-1), 即 
lAiw+ Biy+O+ Di)+m( Aw Boy+Oagt+ Ds)=0 
表示 平行 平面 束 ,平面 束 里 任何 一 个 平面 都 和 平面 ra 或 ra 平行 ， 
其 中 4 m 是 不 全 为 零 的 任意 实数 ,县 
— ml Al: Ag= Bi: Ba= O01:0Og. 
这 个 定理 的 证 明 类 似 于 定理 3. 8.1, 它 的 证 明 留 给 读者 ， 
推论 ”由 平面 rz: 4z 十 2By 十 Ce 十 岂 = 0 决定 的 平行 平面 束 (时 
与 平面 ww 平行 的 全 体 平 面 ) 的 方程 是 . 


4z 十 有 1 十 COz 十 入 一 0 (3.8-2) 
其 中 和 是 任意 实数 
2 2z 二 1=0 | 
例 1 求 通过 直线 1， ， ， 上 且 与 平面 z+g 二 一 
十 290 一 2 一 < 一 0 | 
0 垂直 的 平面 方程 . 


解 ” 设 所 求 平面 方程 为 ， 

[22+y—22+1) +m r+2y—2—2)=0, 
Bm om yt (2 mt+ (1 2m) =0, 
由 两 乎 面 垂直 的 条 件 4:4s 十 有 Bo 二 CCs 一 0, 得 

(加 士 和) 十 下 二 20 十、 一 21 一 112) = 二 0， 
即 b+ 2m=0, 
因此 lim=2:(—1), 
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所 求 平 面 万 程 为 
242z 十 Y 一 22 十 划一 (十 2 一 2 一 2) 一 0， 

邯 3¢-- 8 十 4 一 0. 

例 2 求 与 平面 3 十 y 一 2 十 和 = 0 平行 且 在 0 轴 上 截 距 等 于 
一 2 的 平面 方程 . 

解 ”可 设 所 求 平面 方程 为 : 

32 十 9 一 2 二 和 一 0， 

因 这 平面 在 2 轴 上 截 距 为 一 2, 所 以 这 平面 通过 点 (0， 0， 一 2), 由 
此 得 ， 


例 3 试 证 两 直线 
1 | Ti Aiw+ By +Ozt+ Di= 0, 
了 “Tg: A 十 Byy 十 Cog 十 : Ds = 0; 


与 1 | mrs; Aat Bay i+ Ost+ Ds=0, 
Ts: Ast+i+ By+OF+D,=0, 
在 同一 平面 上 的 充 要 条 件 是 


A Bi O] Di 
As Bs, OO». DD 
2 2 0 (3.8-3) 
A Bs, Os DD; 
A B, OO DD 
证 因为 涌 过 1% 的 任意 平面 为 
AitAw+ Biy+Ox+ .Di) 
+halAst+ Boy TOst+ D2) =0, (3) 
其 中 和 ,hs 是 不 全 为 零 的 任意 实数 ; 而 通过 ?2 的 任意 平面 为 
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Ms( Aat + Bay Oaz+ Ds;) 
+ A Asgt BaytOwt+D)=0, (4) 
其 中 Xa, ) 是 不 全 为 零 的 任意 实数 , 因此 两 直线 也 与 在 同一 平 
面 上 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 实数 Xu j 与 ja ) 使 (3) 与 
(和 甸 代 表 同 一 平面 , 也 就 是 (3) 与 (4) 的 左 端 仅 相 差 一 个 不 为 零 的 数 
因子 m, 即 | 四 
和 (4aiz 十 至 19 十 OZ 十 万 十 (4 十 Bo 十 Caz 二 万) 
= [Ns ( As 十 Bay 十 Og 十 Ds)+Ah Aart Bay+Owt+ De)], 
化 简 整理 得 . 
(4 十 ad 一 INa43 一 7 和 .43 字 
+ ABit+AaBa— mAhs By-- mh Boy 
于 (NO 十 NaO3 一 NOa 一 OA 5 
十 iD 十 at 一 MaDs — mi Dy) =0, 
所 以 A 人 14 十 和 a4a 一 TINa4as 一 0 44 =0, 
NBi+ haBa — mhs Bs — mh Bs=0, 
和 (1 十 AsaCOa 一 00A3sCa — mAaOs = 0, 
和 1 十 Xala 一 Is 人 Da 一 7 Ds=0; 
因为 为, Xo, Xs, 和 % 不 全 为 零 ,所 以 得 
A A2o mAs mA4, 
B: Bs 一 MP 一 人 有 1 
QO Ca —mOs 一 IO " 
DD Ds —mD: ~mD, 
而 m 类 0, 因此 两 直线 与 媚 共 面 的 充 要 条 件 为 
A B: O DD 
A,» Bs OO» D, 
4a Bs ‘0: D; 
iAs Ba Of Dsl 
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习 题 


1. 求 通过 平面 4z -yy+3s~1=0 和 w+5y 一 9 十 2=0 的 交 线 且 满 足下 
列 条 件 之 一 的 平面 : 
(D1) 通过 原点 ; (2) 与 y 轴 平 行 ; 
(3) 与 平面 2 一 y+5% 一 3 二 0 垂直 ， 
2， 求 平面 束 (xX 十 3y 一 6) 十 和 wz 一 y 一 22 十 4) 二 0 中 在 x, 9y 两 轴 上 截 距 相 
等 的 平面 . 
区 十 5 十 3 一 (0 


3. 求 通过 直线 | 7 ne 且 与 平面 % 一 物 一 8# 十 12=0 成 万 角 的 平 
面 . 


4， 求 通过 直线 了 一 了 2 一 2 目 与 点 了 (4 1 2) 的 距离 等 于 
3 的 平面 . 

5D. 求 配 平面 ?一 39 二 35 一 4 二 0 平行 , 且 满 足下 列 条 件 之 一 的 平面 

(1) 通过 点 (1 一 2，3)， (2) 在 y 轴 上 截 距 等 于 一 3; 

(3) 与 原点 距离 等 于 

6， 设 一 平面 与 平面 xz 十 3y% 十 2 一 0 平行 , 且 与 三 坐标 亚 面 围 成 的 四 面体 
体 祝 为 6, 求 这 平面 的 方程 . 

?， 平面 上 通过 一 点 的 所 有 直线 的 集会. 叫做 中 心 直 线 束 , 那个 点 叫做 直 
线束 的 中 心 ; 具有 癌 定 方向 的 所 有 直线 的 集合 叫做 平行 直线 束 , 固定 方向 负 
做 下 线束 的 方向 。 如 果 给 定 了 平面 上 的 两 直线 

D1: Ai1x+ Biy+C1=0, 
Lo. Aor+ Bay+0s=0, 
试 证 明 方 程 I Ar+ Biy+O1D)+ mt Art Boy+ Ca)=0, 
(其 中 必 m% 为 不 全 为 零 的 两 任意 实数 ) 当 二 与 Lo 相交 时 ,表示 以 开 与 Le 的- 
交点 为 中 心 的 中 心 直 线 东 ; 当 妃 /Lo 且 ~-m:1 半 41: 4s=Bi:Bs 时 ， 开 示 平 
行 站 线束 , 它 的 方 岂 与 (或 52) 相 同 . 
8， 直线 方程 


| 44Z 二 PHI 二 CC 十 TDI = 一 由， 
Asr+ti+ By Co Ds=0 
的 系数 应 满足 什么 条 件 放 能 使 该 直线 在 坐标 烤 面 z08 内 。 
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结束 请 

本 章 是 本 课程 的 主要 内 容 之 一 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 用 代数 的 
方法 定量 地 研究 了 空间 最 简单 而 又 最 基本 的 图 形 -一 -平面 与 空间 
直线 ,建立 了 它们 的 各 种 形式 的 方程 ,导出 了 它们 之 间 位 置 关 系 的 
解析 表达 式 , 以 及 距离 , 交角 等 计算 公式 . 

我 们 在 建立 平面 与 空间 直线 的 方程 与 讨论 它们 的 性 质 时 ， 充 
分 运用 了 矢量 这 一 工具 ， 通 过 矢量 来 处 理 这 类 问题 的 好 处 是 与 从 
标 系 的 选取 无 关 ， 也 就 是 说 在 直角 坐标 系 下 与 一 般 仿 射 坐标 系 下 
都 是 相同 的 。 在 用 坐标 表示 的 时 候 , 对 于 那些 有 关 直 线 ,平面 等 的 
结合 问题 , 以 及 相交 , 共 线 、 共 面 等 仿 射 性 质 , 采取 一 般 仿 射 坐标 系 
与 直角 坐标 系 , 它们 的 结论 都 是 一 样 的 , 这 时 我 们 可 以 采用 仿 射 坐 
标 系 , 而 对 于 那些 涉及 到 距离 、 角 度 、 面 积 、 体 积 等 度量 问题 时 ， 
为 了 方便 ， 我 们 总 是 采用 直角 坐标 系 ， 如 果 读 者 对 于 使 用 仿 射 坐 
标 系 还 不 习惯 ， 也 可 以 把 本 章 所 采用 的 坐标 系 都 理解 为 直角 坐标 
系 . 

平面 与 空间 直线 方程 的 建立 ， 就 使 得 有 关 平 面 与 空间 直线 的 
几何 问题 转化 为 这 些 几 何 对 象 的 方程 的 代数 问题 了 。 因此 , 在 解 
析 儿 何 中 ， 确 定 空间 的 一 个 平面 或 一 条 直线 ， 就 意味 着 只 要 确定 
它 的 方程 ， 而 平面 与 空间 直线 的 坐标 式 方程 ， 总 可 以 分 别 表示 为 
(3.1-10) 与 (3.4-3)， 所 以 要 确定 平面 , 只 要 确定 方程 (3.1-10) 中 
的 系数 4，B, 9 与 常数 项 D， 但 是 这 四 个 参数 并 不 是 独立 的 ， 因 
为 与 方程 (3.1-10) 仅 相 差 一 个 不 为 零 的 数 因子 入 的 方程 与 
(3.1-10) 表 示 同 一 平面 , 因此 实际 上 只 要 确定 4:B:0:D, 所 以 独 
立 的 参数 只 有 三 个 、 在 代数 中 , 我 们 知道 确定 三 个 未 知 数 需 要 三 
个 独立 的 方程 ,每 一 个 方程 就 是 一 个 代数 条 件 , 因此 确定 一 个 平面 
需要 三 个 独立 的 代数 条 件 。 对 于 直线 来 说 , 因为 (3.4-3) 总 能 化 成 
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射影 式 (3.4-12), 这 时 只 要 四 个 参数 a, 5, c, a 确定 了 , 直线 方程 
也 碗 一 定 了 ,因此 确定 一 条 空间 直线 需要 四 个 独立 的 代数 条 件 ， 
在 这 里 还 要 指出 ， 初 等 几何 中 所 说 的 确定 一 个 平面 或 一 条 直 
线 的 条 件 , 都 是 指 的 几何 条 件 , 如 三 个 不 共 线 的 点 确定 一 个 平面 ， 
两 点 确定 一 条 直线 等 ， 而 确定 一 个 平面 或 一 条 空间 直线 的 几何 条 
件数 并 不 一 定 等 于 其 代数 条 件数 ， 也 就 是 说 每 一 个 几何 条 件 未 必 
一 定 转化 为 一 个 代数 条 件 ， 例如 “两 点 Pl， Ps 确定 一 条 直线 ”的 
几何 条 件 是 两 个 , 即 所 求 直 线 通 过 Pi 与 所 求 直线 通过 Ps, 但 转化 
为 代数 条 件 却 是 四 个 了 , 这 是 因为 如 果 设 Pi 与 Ps 的 坐标 分 别 为 
(v1, Yi1, 21) 与 (ta, 1? Ya， 29) 那么 过 fi 忆 的 条 件 即 为 的 坐标 满足 
方程 (3.4-12), 即 有 
wi = 21 十 6, 
yi= boi 二 dd, 
这 职 转 化 为 两 个 代数 条 件 了 。 同 样 ， 所 求 直 线 过 Ps 的 几何 条 和 
也 转化 为 两 个 代数 条 件 
Wa = Azo 60, 
Ya= bzatd. 
这 样 由 上 面 的 四 个 代数 条 件 , 就 能 确定 a, 5, o, 4 四 个 参数 , 从 而 
直线 方程 也 就 确定 了 ， 因 此 我 们 说 确定 一 条 空间 直线 的 几何 条 件 
契 两 个 , 而 独立 的 代数 条 件 却 是 四 个 ， 


第 四 章 “” 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 曲面 与 二 次 曲面 


我 们 已 经 讨论 了 平面 与 空间 直线 , 这 _ 章 我 们 将 介绍 柱 面 .外 
面 . 旋 转 曲 面 与 二 次 曲面 .在 这 些 曲 面 中 , 有 的 具有 较为 突出 的 几 
何 特征 , 有 的 在 方程 上 却 表 现 出 特殊 的 简单 形式 , 对 于 前 者 , 我 们 
就 从 图 形 出 发 , 去 讨论 曲面 的 方程 ; 而 对 于 后 者 , 我 们 将 从 它 的 方 
程 去 研究 它 的 图 形 . 


$4.1 柱 而 : 
定义 4.1.1 在 空间 ， 由 平行 于 定 方向 且 与 一 条 定 曲线 相交 
的 一 族 乎 行 直 线 廊 产生 的 曲面 叫做 柱 面 , 定 方向 叫做 柱 面 的 方向 ， 
定 曲 线 叫 做 柱 面 的 准 线 , 那 族 平 行 直线 中 的 每 一 条 直线 ,都 则 做 柱 
面 的 母线 ， 
设 柱 面 的 准 线 方程 为 
[ 4， 2) 一 0， (1) 
a(%, Y, 2 一 0， 
母线 的 方向 数 为 写 , 了 , Z， 如 果 Mi(w1, Yi, z1 ) 为 准 线 上 的 任意 
点 ,那么 过 氮 及 1 的 母线 方程 为 
wi YY 1 
一 (2) 


| 


上 且 有 
F(z1, Yi1, 21) =0, Folwi, Yi, “1) =0. (3) 
(2) 与 (3) 两 组 式 子 共有 四 个 等 式 , 从 这 四 个 等 式 消去 参数 v1 
Yi 中 节 后 得 一 个 三 元 方程 
F(x, y, 2)—0. 
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这 就 是 以 (DD) 为 准 线 ,母线 的 方向 数 为 耻 , 了 , Z 的 柱 面 方程， 
例 1 柱 面 的 准 线 方程 为 
人 
2 十 2 十 光一 2， 
而 母线 的 方向 数 是 一 二 0, 1 二 求 这 柱 而 的 方程 . 
解 ” 设 Mai(zi 91; 2) 是 准 线 上 的 点 ， 那 么 过 Mai(koea， ya 21) 
的 母线 为 


Tp rig pie 


一 0 T 
号 有 
mi 二 六 十 2 红 二 1， (4) 
227 二 20 十 27 二 2， (5) 
再 设 Tt 
姥 公 
=X 二 tft， Wj 二 yy， 和 二 一 4， (6) 
(6) 代 入 (和 及 (四 得 ， | 
(z+ + 一 1， (7) 
2(8+t) 2 (2 1) 一 2 (8) 
以 2 乘 (人 1) 再 减 去 (8)， 得 和 
(2—£)?=0, 
所 以 
t=%, (9) 


(9) 代入 (7D 或 (8), 即 得 所 求 的 柱 面 方程 为 
(vw 十 2 十 户 二 14， 


即 2 二 1 一 0. 
-1 z+1 
例 名 一 点 (1， 一 2, 1) 


e J43* - 


在 此 圆柱 面 上 , 求 这 个 圆柱 面 的 方程 . 
解法 一 ”因为 圆柱 面 的 母线 平行 于 其 轴 ， 所 以 母线 的 方 回 数 
即 为 轴 的 方 问 数 1， 一 2， 一 2、 如 果 能 求 出 圆柱 面 的 准 线 圆 , 那么 
骨 运 用 例 1 的 解法 ,问题 也 就 解决 了 ， 
因为 空间 的 圆 ,总 可 以 看 成 是 某 一 球面 与 某 一 平面 的 交 线 , 这 
里 的 癌 柱 面 的 准 线 圆 , 可 以 看 成 是 以 轴 上 的 点 (0, 1， 一 二 ) 为 中心 ， 
点 (0, 1， 一 二 到 已 知 点 (1， 一 2, 1) 的 距离 4= M14 为 半径 的 球面 
yy 一 4) 十 (% 十 1)? 一 14 与 过 已 知 点 (1， 一 2，1) 且 垂直 于 轴 的 
平 向 w 一 2y 一 22--3 一 0 的 交 线 , 即 准 线 圆 的 方程 为 
和 
T—2y—22—3=0. 
再 设 (wj, Yi, 21) 为 准 线 加 (10) 上 的 点 ,那么 有 
wi (V1 1)° (sit 1)?=14, 


(140) 


Ti —2y1— 221 一 3=0, 
且 过 (wi, 纪 1, ?1) 的 母线 为 


[一 


由 上 四 式 消 去 参数 zi，%, %1 即 得 所 求 的 圆柱 面 的 方程 为 
3 十 5 二 52 十 4xy 十 4xz — 8yz—18y+-18z— 99=0. 

圆柱 面 是 一 种 特殊 的 柱 面 ， 在 特殊 的 情况 下 ， 除 了 一 般 解法 
外 ,往往 还 有 其 他 特殊 的 解法 . 

如 果 将 圆柱 面 看 成 是 动 氮 到 轴线 等 距离 点 的 轨迹 ， 这 里 的 距 
离 就 是 圆柱 面 的 半径 ,那么 例 2 就 有 下 面 的 第 二 种 解法 ， 

解法 二 因为 轴 的 方 癌 和 拓 量 为 0={1， 一 2， 一 2}， 轴 上 的 定 
点 为 Mo(0，i， 一 1)， 而 圆柱 面 上 的 点 为 M1(1， 一 2，1)， 所 以 
MoMs =- {1 一 3， 2}, 因 此 点 Mai(1 一 2 1) 到 轴 的 距离 为 
44， 


V 十 (一 2)2 十 (一 2 


M117 


z Te’ / 
再 设 村 (w, y, ?) 为 圆柱 面 上 的 任意 点 ,那么 有 


一 一 -一 一 一 > 站 
| MoM xpl_ M117 
| 3 


. 


Bp 


oY 2 十 | 
-2 一 2 -2 IT IT -21 Vi 
w/ 十 (一 2)2 十 (一 2)3 3 


化 简 整 理 得 所 求 圆 柱 面 的 方程 为 
82 十 5y 十 5 +4ry + drz— Byz— 18y+18z— 99=0, 


~] 题 
1. 已 知 柱 面 的 准 线 为 
{ty 
r+y—8+2=0, 
且 (1) 和 母线 平行 于 x 轴 ; (32) 母线 平行 于 直线 2 一 y, z= 二 c， 试 求 这 些 柱 面 的 方 
程 。 


一 有 1 oo2 
2. 设 柱 面 的 准 线 为 _” “， 母线 重 直 于 准 线 所 在 的 平面, 求 这 柱 面 
的 方程 

3. 求 过 三 条 平行 直线 X==y=8, 2 十 1 一 4 一 4 一 上 与 2 一 工 一 9 十 1 一 一 2 的 
四 柱 面 的 方程 

4， 已 知 柱 面 的 准 线 为 (i 一 如 (D，9%(0，s(0}， 母线 的 方向 平行 于 和 
量 s-- {X，Y，2}， 试 证 明 柱 商 的 矢量 式 参数 方程 与 坐标 式 参数 方程 分 别 为 


-45 。 


=r (0 + Vs, 
: X=X{(u) + A 

与 (eu ty, 
2=8(U) 十 LT 


S4.2 锥 [再 
定义 4.2.1 在 空间 , 通过 一 定点 且 与 定 曲 线 相 交 的 一 族 玻 
线 所 产生 的 曲面 叫做 锥 面 ,这 些 直线 都 叫做 锥 面 的 母线 ,那个 定点 
叫做 锥 面 的 项 点 , 定 曲 线 党 四 做 锥 面 的 准 线 ， 
设 锥 面 的 准 线 为 
Fi(g, Y, %)—0, 
Le y, 2 一 0， 人 
顶点 为 A4(xo, yo, 0)， 好 果 Wiki oa， “) 为 准 线 上 的 任 党 后 ， 者 
么 锥 商 过 点 型; 的 母线 为 , 
to YY Yo 27%. (2) 


且 有 
F(z1, yi, $1)=0, 万 (0 Wf1, 21)=0, (3) 
从 (2), (3) 四 个 等 式 消去 参数 zi, y1, zu 最 后 可 得 一 个 三 元 方程 
Fw, y, 2)=0. 
这 就 是 以 () 为 准 线 , 4 为 顶点 的 锥 面 方程 ， 
例 1 锥 面 的 顶点 在 原点 , 且 准 线 为 
(1 
2 一 人 
求 锥 面 的 方程 . 
解 ” 设 Mio Yi, 21) 为 准 线 上 的 任 意 点 ， 那 么 过 1: 的 母线 
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化 并 i 人 
时 有 
2 tl .0 
a b* : : 
P10C, 四 (6) 
由 (和, (6) 得 
41 一 ( = Yi 二 Cc 之 ， | (7) 

(7) 代 入 (6) 得 所 求 的 锥 面 方程 为 
六 0 _ 

所 + 如 -与 ~0。 (4.2-1) 


这 个 锥 面 叫 做 二 次 锥 面 . 

显然 , 锥 面 的 准 线 不 是 唯一 的 ， 和 一 切 母线 都 相交 的 每 一 条 昌 
线 ,都 可 以 作为 它 的 准 线 . 

例 2 已 知 圆锥 面 的 顶点 为 (1 2, 3)， 轴 生 直 于 平面 25 十 2 
一 z 十 1 一 0, 母线 与 轴 组 成 30” 角 . 试 求 这 圆锥 的 方程 . 

解 设 MGc y, z) 为 任 一 母线 上 的 点 , 那么 过 训 点 的 母线 的 
方 问 天 量 为 z 

人 一 10 一 上 y—2, ¢— 383}, 
而 在 直角 坐标 系 下 , 圆锥 的 轴线 的 方 回 即 为 平面 2 十 2 一 2 十 1 一 0 
的 法 方 问 , 即 为 
n=—{2, 2， —1}, 


UV. _ 个 
根据 题 意 有 "Tol nl ~ 土 cos 30 ， : 
妈 2(% 一 1) 十 2 人 一 2) 一 人 一 3) AS 
{(z 一 1 一 22 二 一 3)9。V4 十 4 十 ] 2 ， 


化 简 整 理 得 所 求 的 圆锥 面 的 方程 为 


a 


11(2~1)?+11i(y ~—2)?+23(2—8)*—32(% -1)(y—2) 
二 i6(w 一 1)(z—3)+1i6(y--2)(g—3)=0,. 
这 是 一 个 关于 z 一 1 y 一 2, y 一 3 的 齐 次 方程 . 
因为 圆锥 面 是 一 种 特殊 的 锥 面 ， 上 面 的 解法 是 一 种 适合 于 加 
锥 面 的 特殊 的 方法 , 至 于 先 求 出 圆锥 面 的 准 线 , 利用 顶点 与 准 线 求 


锥 面 的 一 般 方法 , 留 给 读者 去 完成 . 
下 面 我 们 来 证 明 一 个 关于 锥 面 的 定理 ， 
定理 和 &.2.1 一 个 关于 zw， y, % 的 齐 次 方程 @ 总 表示 顶 反 在 坐 
标 原 点 的 锥 面 . 
证 ” 设 关 于 %, y, ?的 齐 次 方程 为 
: F(w, y, $) =—0, (8) 


那么 根据 齐 次 关 方 程 的 定义 和 有 
Fto, ty, te)=BF (Lr, Yy, 2), 
所 以 当 t=0 时 ,有 
: £(0, 0,0)=0, 

内 此 曲面 过 原点 . 
香 设 非 原 点 Mo(zo, yo, so) 满 足 (8)， 即 有 F(zo, yo,，z0) 一 0， 
那么 直线 VC 。 的 方程 为 

v= Tot, 

| 


2 一 ot, 
代入 了 (wm, y, z) 一 0 得 
F(zot, yot, 2ot) = F(zo, Yo, Yo0) =0, 
QD 设 和 为 实数 ,对 于 好 数 了 (x, yy, ,如果 有 
f (tx, ty, t2) =t*f (Ww, Y, , 2), 


这 里 上 的 取 值 应 当 使 座 有 确定 的 意义 ,那么 了 wy, 3) 间 做 入 次 章 次 函数 ，f(2,Yy, 2) 
一 0 友人 敌人 次 齐 次 方程 ， 这 个 定义 可 以 推广 到 中 个 变量 的 蚀 况 。 . 
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所 以 整 条 直线 都 在 曲面 上 , 因此 曲面 (8) 是 由 这 种 通过 坐标 原点 的 
直线 组 成 , 即 它 是 以 原点 为 顶点 的 锥 面 。 

在 特殊 的 情况 下 , 关于 %, y, z 的 齐 次 方程 可 能 只 表示 一 个 原 
点 , 这 就 是 说 除 原点 外 , 曲面 上 再 也 没有 别 的 实 点 , 例如 

0 十 ?十 如 一 0 

这 样 的 曲面 , 我 们 又 常常 把 它 叫做 具有 实 顶 点 的 庶 锥 面 

推论 关于 wwo,y 一 yo，z 一 zo 的 齐 次 方程 表示 顶点 在 
(wo, Yo, 20) 的 狼 面 @， 


时 人 


习 题 


1， 求 顶点 为 原点 , 准 线 为 ?2 一 25 十 1 一 0, y 一 8 十 1= 浊 的 锥 面 方程 ， 
2. 已 知 锥 面 的 顶点 为 (3, 一 二 一 2), 淮 线 为 二 六 一 =1， 5 一 y 寺 5 二 0 
试 求 它 肉 方程 . 
3， 求 以 三 坐标 轴 为 母线 的 圆锥 面 的 方程 . 
4， 求 项 点 为 汕 2 4), 轴 与 平面 27 十 2% 十 2 一 0 重 直 , 且 经 过 点 (3, 3, 1) 
的 圆锥 面 的 方程 . 
5. 已 知 锥 而 的 准 线 为 fC 二 420),，9《20)， 20)?7， 顶 上 4 决定 的 径 天 
为 ro= {zo，Yo，50}, 试 证 明 锥 商 的 矢量 式 参数 方程 与 坐标 式 参数 方程 分 别 为 
r=or(W) + (1- vro, . 
T= VP) 7) ro, 
村 Y= VY) + 1- »)y0, 
2=03(4W) + (1 ~ v)80, 


‘mh 各. . 


式 中 的 幼 v 为 参数 ， 


S4.3 旋转 曲面 
定义 4.3.1 在 空间 , 一 条 曲线 并 绕 着 定 直 组 工 旋转 一 周 所 
产生 的 曲面 叫做 旋转 曲面 , 或 称 回转 曲面 。 曲线 六 叫做 旋转 曲面 
的 母线 , 定 真 线 了 叫做 诈 园 曲面 哆 旋转 机 ,简称 为 轴 。 
@ 利用 $1.5 习题 和 读者 容易 证 明 这 个 推论 。 
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”最 然 ， 旋转 曲 面 的 母线 荆 上 的 任意 点 Mi 在 旋转 时 形成 一 个 
同 ， 这 个 圆 也 就 是 通过 点 Mi | 
日 迁 直 于 轴 “了 的 平面 与 施 转 曲 
面 的 交 线 ， 我 们 把 它 叫 做 纬 图 
或 称 纬 线 ， 在 通过 餐 转 轴 i 的 
平 甸 上 ， 以 外 为 界 的 每 个 半 平 
面 都 与 曲面 交 成 一 条 则 线 ， 这 
些 曲 线 显 然 在 旋转 中 都 能 彼此 
重合 ,这 曲线 叫做 旋转 面 的 经 
线 ， 


现在 来 求 旋转 曲面 的 方程 . .41l 


在 空间 直角 化 你 系 下 , 设 旋转 曲面 的 母线 为 
Filw, 4 ， 2) =0, 

“ La 2 ， 2) 一 0; i z 人 

旋 特 轴 为 直线 
光一 40 YW 一 8 多 一 多 
lL， yy (2) 
这 里 Po (wo, 710， 20 ) 为 贡 l 于 的 一 个 定点 ， 人 ， 上 ， MA 为 旋转 轴 L 前 | 
万 问 数 . 


设 Wikci Yi, 21) 是 母线 全 上 的 任意 点 ,那么 过 及 1 的 纬 贺 总 

可 以 看 成 是 过 M1 且 垂 直 于 旋转 轴 的 平面 与 以 Po(zo， go，2zo) 为 

中 心 , | PoMi 为 半径 的 球 加 的 艾 级 ， 所 以 过 庆 1(wi, Yi， 所) 的 纬 
圆 的 方程 为 ; 


下 (一 0 十 三 (一 纺 ) 十 Ge 一 后 ) 一 0， (3) 
fe Xo) + (yy — yo) (gO— go) 
= (1 — to) + (W190) (一 20)3 (4) 


当 点 Mi 跑 电 将 个 母线 上 时 ， 吏 得 出 旋转 曲面 的 所 有 纬 圆 ， 这 些 
。J60， 


纬 加 ,生成 旋转 则 而 ， 
又 由 于 Mai(c yy, 向) 在 母线 栈 上 ,所 以 又 有 
人 yi, 1) =0, z (5) 
Faw1, yi, 21) =0, (6) 
从 (3), (4), (5)，(6) 四 个 等 式 消去 参数 za yi, 红 最 后 得 一 个 尘 元 
方程 . 
: Fs, y, 2) =0. z 
就 是 以 (1) 为 母线 ， 为 让 的 能 轩 出 的 方 可- 
例 工 求 直 线 地 一 于 一 一 


转 曲 面 的 方程 . 
解 设 Mikoi yi 所 ) 是 母线 上 的 任意 态 ， 因为 旋转 轴 通 过 原 
点 ,所 以 过 Hi 的 纬 圆 方程 是 
人 ZX 十 (一 2) 十 (2 一 为 ) 一 0， DD 
人 十 纺 十 2 一 2 十 1 十 2 (8) 
由 于 Mile 1 yi 1) 在 母线 上 ,所 以 又 有 


i 


即 
C1= 2, 对 一 下 (9) . 
由 (7), (8), (9) 三 式 消去 名, 和 4, 刀 得 所 求 旋转 曲面 为 
tt lo vtyte—1)’, 

印 2(z2 十 ;72 十 妇 ) 一 5(27 十 i2 十 十 5 二 2) 一 一 0. 
由 于 旋转 曲面 的 经 线 ， 总 可 以 作为 最 初 的 母线 来 产生 旋转 曲 
面 ， 因此 为 了 方便 ,今后 总 是 取 旋 转 旧 面 的 茶 一 条 经 线 (显然 是 平 
面 曲线 ) 作为 旋转 曲面 的 母线 ， 在 直角 坐标 系 下 导出 旋转 曲面 的 
方程 时 ， 我 们 又 常 把 母线 所 在 平面 取 作 坐标 面 而 旋转 轴 取 做 坐标 
9 75T . 


轴 ， 这 时 旋转 曲面 的 方程 具有 特殊 的 形式 。 


设 旋转 曲面 的 母线 为 
I. Wk 2 ) 一 0， (10) 
图 .43 
旋转 轴 为 y 轴 
tT YY 
T_T (1) 
22 十 妇 十 吧 一 好 十 加 (13) 
且 有 
F (ys, 21) =0, : (14) 
从 (12), (13), 14) 三 式 消去 参数 yi, % 得 所 求 旋转 曲面 的 方程 为 
Fly, +Vo+2) =0. (15) 
同样 ,把 曲线 了 绕 z 轴 旋 转 记得 的 旋转 曲面 的 方程 是 
F(tV oi, ¢)—0. (16) 


对 于 其 他 坐标 面 上 的 曲线 , 绕 坐 标 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 ,其 
方程 可 以 类 似 的 求 出 , 这 样 我 们 就 得 出 如 下 的 规律 ， 
。J153 。 


当 沧 标 平面 上 的 曲线 本 绕 此 全 标 平 丁 里 的 一 个 坐标 轴 旋 转 
时 ， 为 了 求 出 这 样 的 旋转 曲面 的 方程 ,只 要 将 曲线 了 在 坐标 面 里 
的 方程 保留 和 旋转 轴 同 名 的 坐标 ， 而 以 其 他 两 个 坐标 平方 和 的 平 
方 根来 代替 方程 中 的 另 一 坐标 。 

例 2 将 椭圆 

r [ot (a>5b) ay 
z=0, 

分 别 绕 长 轴 ( 即 2 轴 ) 与 短 轴 ( 即 y 轴 ) 旋 转 ， 求 所 得 旋转 曲面 的 方 
程 . 


解 ” 因 为 旋转 轴 是 ” 轴 , 同 名 坐标 就 是 在 方程 乞 十 -好 =1 


中 保留 坐标 > 不 变 , 用 土 Vs 十 呈 代 录 便 得 将 椭圆 (17) 绕 其 长 轴 
( 即 " 轴 ) 旋 转 的 曲面 方程 为 


邱 十 千 + 三 一 1. (4.8-1) 

同样 将 椭圆 (17) 绕 其 短 轴 ( 即 y 轴 ) 旋 转 的 曲面 方程 为 
1 (4.8-2) 
0 b a 


曲面 (4.3-1) 叫 做 长 形 旋 转 横 球 面 (图 43)， 曲 面 (4.3-2) 叫 做 肩 


图 43 图 4-4 


形 旋 转 精 球面 (图 4 人 委 ， 


例 3 将 双 曲 线 
§ a 2 
0 2 
Ir 1 mb 
二 
纸 虚 轴 (\ 即 z 轴 ) 旋 转 的 旋转 曲面 方程 为 
2 2 | 
T+ -pr -3 1; (4.3-3) 
线 实 轴 ( 即 y 轴 ) 旋 转 的 旋转 曲面 方程 为 
全 一 后 一气 ~1l.。 (4.3-4) 


曲面 (4.3-3) 叫做 单 叶 旋 转 双 曲面 (图 

4-5) 曲 而 4.3- 约 叫做 双 叶 旋转 双 曲 面 

(图 4-6). 
例 和 4 将 抛物 线 


2—2 
六 PD, 
一 0 


(19) 


绕 它 的 对 称 轴 旋转 的 旋转 有 曲面 方程 为 


23 -上 be 一 2p2， 四 (4.8-5) 
曲面 (4.3-5) 叫 做 旋转 抛物 面 ( 图 4 了 7), 
例 5 将 贺 / 
六 {te (6>a>0) (20) 
X=0 


绕 轴 旋 转 , 求 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 

” 解 ”因为 绕 * 轴 旋 转 ， 所 以 在 方程 (y 一念 ?十 加 一 o2 中 保留 x 
不 变 ,而 y 用 土 《 字 十 好 代 ,就 得 将 园 (20) 绕 * 轴 施 转 而 成 的 旋 
转 曲 面 方程 为 


一 (Ve b+, 
站 十 纺 十 从 十 b? 一 0 一 二 3b 十 妨 ， 
或 (z+) = A402 (w+y). 


这 样 的 曲面 叫做 环 面 (图 4-8,, 它 的 形状 象 救生 图. 


4-8 
可 题 


li. 求 下 列 旋转 曲面 的 方程 ， 


ss 700 。 


; TT 2 
(2) 和 == 2 一 绕 也 一 -人 一 一 旋转 
2 1 一 荆 1 1 2 " | 
-1 
x—1 ?17 心 a 2 
3) 一 一 一 一 去 统 4 轴 旋转 ; 站 
1 3 3 | 1 


(1) 空间 曲线 
f x 
2 二 1 


2. 将 直线 之 ~ 好 个 一 子 绕 sz 轴 旋转 , 求 这 施 转 曲面 的 方程 ,并 就 * 和 


8 可 能 的 值 讨论 这 是 什么 曲面 ? / 
3. 已 知 有 曲线 卫 的 参数 方程 为 z= 二 x《w), y==Yy(W), 8 二 8(w)， 将 曲线 人 
绕 # 轴 旋 转 , 求 旋转 曲 咎 的 参数 方程 


$4.4 档 球面 A 
定义 和 .和 .全 在 直角 坐标 系 下 , 由 方程 
tl (4.4-1) 


所 表示 的 曲面 叫做 补 建 面 , 或 称 椭圆 面 , 方程 (4.4-1) 岂 做 椭 球 面 
的 标准 方程 ,其 中 a, 5, e 为 任意 的 正常 数 ,通常 假定 4 之 c. 

现在 我 们 从 方程 (4.4 全 蕊 出 发 来 讨论 彬 球面 的 一 些 最 简单 的 
性 质 。 

因为 方程 (4.,4-1) 仅 含有 坐标 的 平方 项 , 可 见 当 (%, y, z) 满 足 
(4 .4-1) 时 ,点 (十 5， 土 9， 十 也 一 定 满足 ， 其 中 正 负 号 可 任意 选 
取 , 所 以 椭 球 面 (4.4-1) 关 于 三 坐标 平面 ,三 坐标 轴 与 坐标 原点 都 对 
称 ， 橱 球面 的 对 称 平面 ,对 称 轴 与 对 称 中 心 分 别 叫做 它 的 主 千 面 ， 
主轴 与 中 心 。 椭 球面 (4.4-1) 与 它 的 三 对 称 轴 即 坐标 轴 的 交点 分 
别 汶 ( 土 %, 0, 0)，(0， 土 5, 0)，(0, 0, 土 0), 这 六 个 点 叫做 椭 球 面 
(4.4-1) 的 顶点 .同一 条 对 称 轴 上 的 两 顶点 间 的 线段 以 及 它们 的 长 
。156 。 


度 24, 25 与 2c 叫做 椭 球 面 (4.4-1) 的 轴 ， 轴 的 一 半 ， 即 中 心 与 各 
项 点 间 的 线段 及 它们 的 长 度 a,3 与 c 叫做 椭 球 面 (4.4-1) 的 半 轩 ， 
当 4>5>c 时 ,24, 2 与 20 分 别 叫做 椭 球 面 (4.4-1) 的 长 轴 , 中 轩 
与 组 轴 , 而 a, 8 与 6 分 别 叫 做 椭 球 面 的 长 半 轴 ,中 半 轴 与 短 半 轴 。 
显然 任何 两 轴 相 等 的 椭 球 面 一 定 是 旋转 椭 球 面 ， 而 三 轴 相 等 的 椭 
球面 就 是 球面 , 例如 当 4>5~c 时 , 方程 (4.4-1) 就 变 成 (4.3-1)， 
它 是 一 个 长 形 旋 转 椭 球 面 ; 当 4=c>>5, 方程 (4.4-1) 就 变 成 (4.3- 
2)， 它 是 一 个 遍 形 旋转 椭 球 面 ， 而 当 4 一 3c 时 ,方程 (4.4-1) 就 
变 成 (2.2-2), 它 是 一 个 球面 . 所 以 旋转 业 球 面 与 球面 都 是 精 球 面 
(4.4-1) 的 特例 ， 椭 球面 (4.4- 人 站 ) 当 三 轴 不 等 时 ， 叫做 三 轴 精 球面 ， 

因为 椭 球 面 (4.4-1) 上 的 任何 一 点 的 坐标 (z, y， 9 总 有 

Iz| <a, ly{ <b, |z|<o, 让 

因此 椭 球 面 完 全 被 封闭 在 一 个 长 方 体 的 内 部 ， 这 个 长 方 体 由 六 个 
平面 : z 一 土 c, yy 一 十 5, z 一 十 0 所 组 成 。 

为 了 能 够 看 出 曲面 的 大 致 形状 ， 我 们 考 虞 曲面 与 一 组 平行 平 
面 的 交 线 ,这 些 交 线 都 是 平面 曲线 , 当 我 们 对 这 些 平面 曲线 的 形状 
都 已 清楚 时 ,曲面 的 大 致 形状 也 就 看 出 来 了 , 这 就 是 所 谓 利用 平行 
平面 的 芍 口 来 研究 曲面 图 形 的 方法 @ ,简称 为 平行 截 旬 法， 为 了 方 
便 起 见 , 常 取 与 坐标 面 平行 的 一 组 平面 。 

如 果 用 坐标 面 z==0, y=0，z=0 分 别 来 截 割 椭 球 面 (4.4-1)， 
那么 所 得 截 口 都 是 梯 加 (图 4-8), 它们 的 方程 分 曾 是 


2 7 | 
| 9 GD 
2 一心 : 
02 ， 222 四 
| 1, 《2) 


”这 里 的 截 口 指 的 是 曲面 与 平面 的 交 线 。 


椭圆 (1)，(2) ，(3) 叫做 椭 球 
而 (4.4-1) 的 主 截 线 (或 主 杭 
图) . 

以 下 我 们 不 妨 取 平行 于 
zOy 坐标 面 的 一 组 平行 平面 
来 鹤 割 本 球面 (4 .4 二， 因为 


用 平行 于 其 它 坐 标 面 的 平面 
来 截 制 , 情况 类 似 ， 以 平面 图 49 
¢ 一 思 截 割 (4.4-1), 得 到 的 截 线 方 程 是 
2 yn hp . 
{es C2 (4) 


z=—h, 
当 | 有 之 e 时 ，( 人 无 图 形 , 这 表示 平面 2 一 与 精 球 面 (4.4-1) 不 相 
交 ; 当 |h|=c 时 ，(4) 的 图 形 是 平面 zh 上 的 一 个 点 (0, 0, 6) 或 
(0, 0， 一 0); 当 |4| <c 时 ，() 的 图 形 是 一 个 椭圆， 这 个 椭圆 的 两 


半 轴 分 别 是 | 
(DA 
它 的 两 轴 的 端点 分 别 是 ( 土 /1 一 上 如 ,0 及) 与 (0, 二 AI 每, 内， 


容易 知道 两 轴 的 端点 分 别 在 椭圆 (2) 与 (3) 上 (图 4-9)， 这 样 ， 椭 
球面 (4.4-1) 可 以 看 成 是 由 一 个 椭圆 的 变动 (大 小 位 置 都 改变 } 而 
产生 的 ， 这 个 李 圆 在 变动 中 保持 所 在 平面 与 x0y 面 平行 ， 且 两 轴 
的 端点 分 别 在 另外 两 个 定 椭 圆 (2) 与 (3) 上 滑动 . 

图 4-9 是 椭 球 面 (4.4-1) 的 图 形 ， 


* Ja8*» 


椭 球 面 的 方程 除了 用 标准 方程 (4,4-1) 来 表达 外 ,有 时 也 用 参 
数 方程 


w=asing cosop, 
1 b stn 0 sin g, (4.4-2) 
2 一 CC0S 1 
来 表达 , 其 中 bg(0<b<m)，9g(0<p<<2r) 为 参数 ， 如 果 从 (4.4-3) 


式 中 消去 参数 9， gp, 那么 就 得 (4.4-1). | 

例 已 知 酉 球面 的 轴 与 坐标 轴 重 合 , 且 通 过 椭圆 -人 十 姑 -1 
z 一 0 与 点 于 (1，2，V 强 ), 求 这 个 椭 球 面 的 方程 

解 ” 因 为 所 求 李 球面 的 轴 与 三 坐标 轴 重 合 ， 所 以 设 所 求 燃 球 
面 的 方程 为 


2 9 2 


oto a 
它 与 zy 面 的 交 线 为 椭圆 
. x 
{oY 
z=0, 
3 a 
一 十 了 一 1 
与 已 知 椭圆 1? 16 
z=0 
比较 麟 一 9 b=16. -| 
又 内 为 椭 球 面 道 过 点 人 (1, 2，w23), 所 以 又 有 
1 4 23 
可 十 十 一 
.. 0” = 36, 
因此 所 求 闻 球 面 的 方程 为 
022 4 
9 T1636 ! 


- . 。189， 


习 是 


， 作 出 平面 z-- 2 一 0 与 本 球面 全 -十 - 纺 士气 一 上 的 交 线 的 图 形 ， 

2， 设 动 点 与 点 (0 0 的 中 离 等 于 从 这 点 到 平面 > 4 的 距离 的 一 半 ， 
试 求 此 动态 的 轨迹 / 

3， 由 椭 球 面 -所 十 - 姑 - 十 筷 二 的 中 心 ( 即 原点 )， 沿 某 一 定 方向 到 曲面 
上 的 一 点 的 距离 是 设 定 方向 的 方向 余 纺 分 别 为 N 名 几 斌 证 

1 _ 2 / 
三 = 条 + 化 + 三 

4， 由 酉 球面 2 的 中 心 ， 相克 外 分 

别 交 沿 面 于 点 Pi，Pa，Ps 设 0P1 一 1，0Ps 一 ?2s，0Ps 一 rs, 试 证 


5 ， 一 - 表 线 分 别 交 坐 标 面 y0s,zOx, x0s 于 三 点 4、B、0C、 当 直线 变动 
时， 直线 二 的 三 定点 4,，B, 6 也 分 别 在 三 个 坐标 面 上 变动 ， 另 外 直线 二 有 第 
四 点 了 了, 它 与 4, B, 0 三 点 的 距离 分 别 为 a, 5, 6 当 直 线 按照 这 样 的 规定 ( 即 
A 


6， 已 知 椭 球 面 二 7 -十 -所 =1(e<a<b), 试 求 过 4 轴 并 与 曲面 的 交 
线 是 圆 的 平面 ， 
84.98 双 昌 面 
i. 单 叶 双 曲面 
定义 4.5.1 在 耳 角 举 标 系 下 ， 由 方程 
yy _ 
妃 十 - 姑 -而 一 1 (4.5-1) 


了 事 示 的 央 面 叫做 间 叶 双 册 面 ,方程 (4.5- 切 叫做 单 叶 双 曲面 的 标 
准 方程 ,其 中 5, c 是 任意 的 正常 数 . 

显然 , 单 叶 双 曲 面 (4.5-1) 与 椭 球 面 (4.4-1) 一 样 , 它 关 于 三 坐 
标 平面 ,三 坐标 轴 以 及 坐标 原点 都 对 称 . 
.160。 


双 曲 面 (4.5-1) 与 2 轴 不 相交 ， 与 < 轴 与 yY 轴 分 别 诡 于 局 
( 土 ga, 0, 0) 与 (0, 土 , 0) ,这 四 点 叫做 单 叶 双 曲面 的 项 点 。 

如 果 用 三 个 坐标 平面 *=0，V 一 0，vz=0 分 别 截 割 曲面 人 ,5- 
,那么 忆 得 的 截 绕 昭 次 为 


2 _ 

f= 二 ps 1, an 

2 一人; 

2 2 

| 3 1, (2) 

y=0; 

六 2 

(+ 全 
4 一 0， 
(了 1) 为 z0y 面 上 的 精 圆 ， 叫 做 单 叶 图 4-10 


双 曲面 的 腰 杭 圆 ; (2) 与 (3) 分 别 为 z0z 面 与 yOs 面 上 的 双 曲 线 , 这 
两 条 双 曲 线 有 着 共同 的 虚 轴 与 虚 轴 长 (图 4-10). 

当 我 们 用 一 组 平行 平面 zh(h 可 为 任意 实数 ) 来 截 制 单 叶 双 
曲面 (4.5-1), 便 得 到 椭 略 : 


(4) 


它 的 两 半 轴 分 别 是 Mh 避 与 5W/1+ 恕 ， 两 轴 的 端点 分 别 为 


(+aV1+ 旋 ,0, 从 0, bY 1+ 性 ,及 从 ,容易 知道 这 两 对 端点 
Ge 这 样 , 单 叶 双 曲面 可 以 看 成 是 由 一 个 
椭圆 的 变动 (大 小 位 置 都 改变 ) 而 产生 的 ， 这 个 椭圆 在 变动 中 保持 
所 在 的 平面 与 z0y 面 平行 , 且 两 对 顶点 分 别 沿 着 两 个 定 双 曲 线 (2) 
与 43) 滑动 。 

e。 TO 。， 


图 4-10 是 单 叶 双 曲 面 (4.5-1) 的 图 形 . 
如 果 用 平行 于 x0z 的 平面 y=h 来 截 割 单 叶 双 曲 面 (4.5-1)， 


Ea 
| 2 ， (8) 
当 || 之 b 时 , 截 线 (5) 为 双 曲 线 , 它 的 实 轴 平 行 于 % 轴 , 实 半 


铀 长 为 二 ~ 四 一 让 , 虚 轴 平行 二 z 轴 , 虚 半 轴 长 为 二 VB 一 大 ,上 
汉 曲 线 (5) 的 顶点 ( 土 人 VY 枯 = 太 ,h, 0 ) 在 腰 椭 圆 (了 上 (图 411). 


图 4-141 


当 |%|>5 时 ， 截 线 (5) 仍 为 双 曲 线 , 但 它 的 实 轴 平行 于 x 


铀 ， 实 半 轴 长 为 二 vV 避 一 六 ， 串 轴 平行 于 s 轴 ， 虚 半 轴 长 为 
名 V 本 一 配 , 而 且 它 的 顶点 (0, 土 人 V 友 一 屯 ) 在 双 有 曲线 (3) 上 
(图 4-12). 

当 || 一 5 时 , (5) 变 成 


多 _0 fr 多 0 
Y= b, y 一 —b, 


。162， 


这 是 两 条 直线 


如 果 及 5， 那么 两 条 直线 交 寺 点 (0，5，0) (图 4-18)， 如 果 
一 --5, 那么 两 条 直线 交 于 (0， 一 b, 0). 

如 果 用 平行 于 yOz 的 平面 来 截 割 单 叶 双 曲面 (4.5-1), 那 么 它 
与 用 平行 于 z0s 的 平面 来 截 制 所 得 结果 完全 相 类 似 ， 
在 方程 (4.5-1) 中 , 如果 = 那么 它 就 成 为 单 叶 旋转 双 曲 而 


(4.3-3) 
方程 厂 - 及 + 所- 与 -全 二 攻 二 二 一 1 
op b* co” p* > | 
所 表示 的 图 形 ,也 都 是 单 叶 双 曲 面 ， 
2， 双 叶 双 曲面 
定义 4.5.2 在 直角 坐标 系 下 , 由 方程 


所 表示 的 图 形 , 叫做 双 叶 双 曲 面 ， 方 程 (4.5-2) 叫 做 双 叶 双 曲 面 的 
标准 方程 ,其 中 4, 8, c 是 任意 的 正常 数 . 2 

因为 双 时 双 曲 面 的 方程 (4.5-2) 仅 含 
坐标 的 平方 项 ， 因 此 这 个 曲 击 关于 三 坐标 
平面 ,三 举 标 轴 以 及 坐标 原点 都 对 称 , 而 且 
曲面 与 轴 y 轴 都 不 相交 ， 只 与 2 轴 相 交 
于 两 点 (0, 0, 土 c()， 这 两 点 则 做 双 叶 双 曲 
面 (4.5-2) 的 顶点 ， 

从 方程 (4.5--2) 容 易 芭 道 ， 曲 而 上 的 
点 注 有 2 宇 c， 因 此 曲面 分 成 两 叶 2 之 6 与 
2 0 


坐标 平面 :=0 与 曲面 (4.5-2) 不 相交 ， 而 其 它 两 个 坐标 平面 
y 一 0 与 z=0 分 别 交 曲面 于 两 条 双 曲 线 ( 图 4-14). 


2 
| ! (6) 
y=0; 
与 
2 9 -1 
fs 1 四 
一个。 


如 果 用 一 组 平行 于 x0y 的 两 平行 平面 :=h(|h| 之 o) 来 截 寡 
曲面 (4.5-2), 我们 得 截 线 方程 为 


1 人 
i (8) 
(oh 
当 |%| =c 时 , 截 得 的 图 形 为 一 点 , 当 | 有 | 之 c 时 , 截 线 为 桶 圈 , 它 的 


两 半 轴 为 
,fh 
AY 扯 -1 与 DW/ 知 一 1 
这 时 椭 加 (8) 的 两 轴 的 端点 


(+oV -1 0, DE (0， ifo, 二 8/ -全 天 h 


分 别 在 双 曲 线 (6) 与 (7) 上 .因此 , 双 叶 双 晶 面 可 以 看 成 是 由 一 个 椭 
癌变 动 (大 小 位 置 都 改变 ) 而 产生 的 ,这 个 椭圆 在 变动 中 ,保持 所 在 
平面 平行 于 Oy 面 , 且 两 轴 的 端点 分 别 洪 着 双 上 曲线 (6), (7) 滑动， 
图 4 1 芭 是 双 叶 双 上 曲面 人 .5-2) 的 图 形 ， 
在 方程 (4.5-2) 中 ,如 果 &=2b, 那么 这 时 截 线 (8) 为 一 略 , 曲面 
就 是 一 个 旋转 双 叶 双 暴 面 。 
方程 
,164 。 


人 2 2 由 和 2 2 
全 -页 + 


所 表示 的 图 形 , 也 都 是 双 叶 双 曲面. 
单 叶 双 曲 面 与 双 叶 双 曲 向 统称 为 双 曲 面 ， 
例 “ 用 一 级 平行 平面 * 一 A( 为 任意 实数 )， 截 割 单 叶 双 曲面 
各 十 儿 -- 与 一 1(o> 幼 得 一 族 椭圆 , 求 这 些 酉 图 焦点 的 轨迹 . 


ww o> 


解 ”这 一 族 椭 图 的 方程 为 
02 9 万 3 
| 十 人 一 二 十 一 一 


0 
二 hh， 
分 3 
一 
3 A 3231 1 
Bl 0 (1+ 7 ) 6 (1+ 二 
z= 内 


因为 o>b, 所 以 本 图 的 长 半 轴 为 eV 十- 与, 短 半 畏 为 a/ 十 - 司 ， 
从 而 椭 关 焦 扣 的 坐标 为 


y 一 小 
2 一 几 
消去 参数 得 
2 oo3 
| 1 
y=0. 


显然 这 族 椭圆 焦 点 的 轨迹 是 一 条 在 坐 祭 面 x0z 上 的 双 曲 线 ， 双 曲 
线 的 实 轴 为 x 办 , 虑 轴 为 * 轴 . 


习 题 
1. 画 出 以 下 双 曲 面 的 图 形 ; 
。165. 


9 2 
DT ta 0) 下 
2， 给 定 方程 

m2 J 472 


FE 二 
试问 当 入 取 异 于 4, BB， 9 的 各 种 数 信 时 ， 它 开 示 怎 样 的 曲面 ? ™ 
3. 已 知 单 叶 双 曲 面 -后 -十 妇 ~ 生 1， 试 求 平面 的 方程， 陕 这 平面 平生 


村 和 面 ( 或 20O8 ) 且 与 曲面 的 交 线 是 一 对 相交 直线 ， 

， 设 动 点 与 (4, 0， 0 的 距离 凌 于 这 点 到 平面 z=1 的 距离 的 两 倍 , 试 求 
这 动 a 

. 5， 试 求 单 叶 双 曲 面 -全 十 分 -一生 1 与 平面 %*~-28++3=0 的 交 线 对 


x0y 平面 的 射影 柱 面 . 
6， 设 直线 1 与 色 为 互 不 垂直 的 两 条 异 面 直线 ，OC 是 ?1 与 勾 的 公 焉 线 的 
中 点 ,4，B 两 点 分 别 在 直线 !; mw 上 滑动 ,县 4 40B8=90", 试 证 直线 4 的 
轨迹 是 一 个 单 叶 双 曲面. 
7， 试 验证 单 叶 双 曲面 与 双 叶 双 曲 面 的 参数 方程 分 别 为 

一 0.SecCU GOs, YY 一 QtetUvcosy 
-aseess 与 和 eva 
g=C'tp 


BCSeCY, 


$4.6 抛物 面 


1， 椭 贸 抛 物 面 
定义 4.6.1 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 
入 二 入 一 2 (4.6-1) 


所 表示 的 曲面 叫做 视 贺 抛物 面 , 方 程 (4.6-1) 岂 做 视图 抛物 面 的 标 
准 方程 ,其 中 9 是 任意 的 正常 数 。 

显然 椭圆 扯 物 面 (4.6-1) 对 称 于 x0z 与 yO 汶 标 面 也 对 称 于 
z 轴 , 但 是 它 没有 对 称 中 心 , 它 与 对 称 轴 交 于 点 C0, 0, 0), 这 点 叫 
做 椭圆 抛物 而 44.6- 卫 的 项 总。 
.166.。 


从 方程 (4.6-1) 知 


9 9 
0 


所 以 曲面 全 部 在 wOy 平面 的 一 侧 , 即 在 y 宇 0 的 一 便 ， 
用 坐标 面 y==0 及 w=0 截 割 曲面 (4,6-1), 分 别 得 抛物 线 


| 4 = a>, 下 
(y= 0; z 

= 

| 
y= 20°%, + 
;二 (2) 


这 两 个 抛物 线 叫 做 椭圆 拖 物 面 (4.6-1) 的 主 扫 物 线 ， 它 们 有 着 共 
同 的 轴 与 相同 的 开口 方向 , 即 开口 方向 都 与 轴 的 正 向 一 致 

用 坐标 平面 zOy 来 截 曲 面 (4.6-1) 只 得 一 点 (0，0，0)， 但 用 
六 行 于 20y 面 的 平面 xs 一 A(> 0 来 截 疗 面 (4.6-1) ， 截 线 总 是 机 
加 


人 
| 2 一 《3) 
z=h. z 

这 个 椭 贺 的 两 对 顶点 分 别 为 ( 土 6V3h, 0, 内 ，(0， 土 3V2, 四, 它 


们 分 别 在 抛物 面 (4.6-1) 的 主 抛物 线 (1) . 
与 (2) 上 (图 415)， 因 此 ， 椭 加 抛物 面 
(4.6-1) 可 以 看 成 是 由 一 个 椭圆 的 变动 
(大 小 位 置 都 改变 ) 而 产生 的 ， 这 个 椭圆 
在 变动 中 , 保持 所 在 平面 平行 于 z0y 平 
面 ， 且 两 对 顶点 分 别 在 抛物 线 (了 与 (2) 
上 滑动 、 

图 4-15 是 椭圆 抛物 面 (4.6-1) 的 图 
形 . z 

如 时 我 们 用 平行 于 40: 面 的 平面 


y 一 t 截 着 椭圆 抛物 面 (4.6-1) 得 抛物 线 


显然 抛物 线 (4) 与 主 抛 
物 线 (1) 全 等 @, 且 它 所 
在 的 平面 平行 于 主 抛物 
线 (1) 所 在 的 平面 和 有 
相同 的 开口 方向 ,此 
外 ， 抛 物 线 (4) 的 顶点 
(0, t， -7 ) 位 于 主 折 
物 线 (2) 上 ,因此 我 们 得 
到 下 面 的 结论 ， 

如 果 取 两 个 这 样 的 
抛物 线 ， 它 们 所 在 的 平 
面 互相 垂直 ， 它 们 的 项 
点 和 轴 都 重合 ， 而 且 两 
抛物 线 有 相同 的 开口 方 图 人 416 
同 ， 让 其 中 一 条 抛物 线 平行 于 自己 ( 凤 与 抛物 线 所 在 的 平面 平行 ) 
且 使 其 顶点 在 另 一 个 抛物 线 上 滑 走 ， 那 么 这 一 抛物 线 的 运动 轨迹 
便 是 一 个 椭圆 抛物 面 (图 4-16). 

在 方程 人 44.6- 切 中 , 如果 “= 一 2 那么 方程 变 为 (4.3-5), 凤 

vw 十 久 一 2022， 
这 时 截 线 (3) 为 一 图 , 曲面 就 成 为 旋转 抛物 面 。 

4 ， 双 曲 抛 物 面 

定义 4.6.2 在 直角 坐标 系 下 , 由 方程 

@。 两 个 有 相同 焦 参 数 2 的 抛物 线 是 全 等 的 。 
。168、 


1 


所 表示 的 黄 面 出 做 戏曲 抛物 面 ,方程 (4.6-2) 叫 做 双 曲 抛物 面 的 标 
准 方程 ,其 中 w 5 为 任意 的 正常 数 . 

显然 曲面 (4.6-2) 关 于 wOz 面 , yOz 面 与 2 轴 对 称 ， 但 是 它 没 
有 对 称 中 心 ， 

用 坐标 平面 z=0 去 截 割 曲面 (4.6-2) ,就 得 


人 局 加 
| (5) 


z=0, 


这 是 一 对 相交 于 原点 的 直线 


人) 


和 -人 ~ TY 
1 5 与 1 。 (5) 
Z=0; 2 一 (0 
其 次 用 坐标 平面 y=0 与 4=0 来 截 割 曲面 (4.6-2), 分 别 得 两 抛物 
线 
0 一 2022， 
| (6) 
与 
1 
v=0. 


这 两 抛物 线 叫 做 双 曲 抛物 面 (4.6-2) 的 主 抛物 线 ,它们 所 在 的 平面 
相互 垂直 ， 有 相同 的 顶点 与 对 称 轴 , 但 两 抛物 线 的 开口 方向 不 同 ， 
抛物 线 (6) 沿 z 轴 方 向 开口 ， 而 抛物 线 (7) 的 开口 方向 却 与 z 轴 方 
回 相 反 ， 
如 有 果 用 平行 于 w0y 面 的 平面 2 一 六 关 0) 来 截 割 曲面 (4.6-2)， 
截 线 心 龙 妈 有 曲线 
。 169 。 


人 久 -1 
| 2ah 2b0%h (8) 
2 一 记 . 

当 &>0 时 , 双 曲 线 (8) 的 实 轴 与 2 轴 平 行 , 虚 轴 与 9 册 平 行 ,页 
( 土 aV2h, 0, 从 在 主 抛物 线 (6) 上 ; 当 %<0 时 ， 级) 区 
与 4 轴 平 行 , 蜡 轴 与 2 轴 平 行 ,顶点 (0, 土 5V 一 2U， 骨 在 主 抛物 线 
(7) 上 (图 4-17). 

因此 , 曲面 (4.6-2) 被 x0y 平面 分 割 成 上 下 两 部 分 , 上 半 部 沿 
z 轴 的 两 个 方向 上 升 , 下 半 部 沿 y 轴 的 两 个 方向 下 降 , 曲面 的 大 体 
形状 各 一 只 马鞍 子 ， 所 以 双 曲 抛物 南 (4.6-2) 也 叫做 马鞍 曲面 (图 
4-17). 


EE 4-17 图 4-18 


双 则 抛物 面 的 形状 比较 复杂 ,为 了 进一步 明确 它 的 结构 ;我 们 
再 来 观察 用 平行 于 wx 面 的 一 组 平行 平面 4= 缚 来 截 制 曲面 (4.6- 
2\ 所 得 的 截 线 , 这 时 截 线 为 抛物 线 


| (s+ 二 (9) 
2 一 1 


我 们 容易 看 出 , 不 论 t 取 怎样 的 实数 ， 所 截 得 的 抛物 线 (9) 总 与 主 
抽 物 绕 (6) 是 全 党 的 ， 且 志 在 平面 六 行 于 这 个 主 抛物 线 所 在 的 平面 


Og, 而 它 的 顶点 (0, 刀 -7) 刚 在 另 一 主 抛物 线 (7) 上 (图 4-18)， 


or 170 和 


于 古 得 到 下 面 的 结论 ; 
如 果 取 两 个 这 样 的 抛物 线 , 它们 的 所 在 平面 下 相生 直 , 有 公共 
的 顶点 与 轴 , 而 两 抛物 线 的 开口 方 问 相 反 , 让 其 中 的 一 个 抛物 线 平 . 
行 于 自己 ( 即 与 抛物 线 所 在 的 平面 平行 ) 且 使 其 顶点 在 另 一 抛物 线 
上 滑动 , 那么 前 一 抛物 线 的 运动 轨迹 便 是 一 个 双 曲 抛物 面 . | 
类 圆 抛物 面 与 双 曲 抛物 面 统称 为 抛物 面 ， 它们 都 没有 对 称 中 
心 ,所 以 又 叫做 无 心 二 次 曲面 . 
例 工 作出 球面 避 + 依 十 =8 与 旋转 抛物 面 必 +P 一 2% 的 


交 线 ， 
和 解 ” 两 曲面 的 交 线 为 z 
和 (1) 
vy 28, (2) 
(2) 代 入 (DD) 得 : / 


r Ee 
a 


2 二 22 一 8 一 0， 

即 (z+4) (sz—2) =0, i 
Z 一 一 4 或 z= 二 2， 

四 人 到 :0, 所 以 取 >=2, 因此 交 线 方程 可 改写 为 


本 到 十 天 十 党 一 8， 
3 一 也 

十 一 4， 
如 
必 


这 是 平面 := 一 2 上 的 一 个 癌 ， 
圆心 为 (0,，0, 2), 半径 为 2， 
它 的 图 形 如 疼 4-19 所 示 . 
例 2 作出 曲面 * 一 4 一 
22 与 平面 2% 十 yy 二 4， 三 光标 
面 所 围 成 的 立体 在 第 一 封 限 


xy7T1e 


部 分 的 立体 图 形 ， 

” 解 “4-- 人 9 为 抛物 柱 面 ， 它 的 母线 平行 于 9 轴 准 线 为 202 
面 上 的 抛物 线 , 抛物线 的 顶点 为 5(0, 0, 和, 焦 参数 p 一 二 ， 开 口 
方向 与 z 轴 的 方向 相反 ; 平面 22 十 y= 一 4 平行 于 z 轴 , 它 与 xO0y 的 
交 线 是 一 条 直线 ， 这 条 直线 与 x 轴 ，y 轴 分 别 交 于 点 P(2, 0, 0)， 
Q(0, 4, 0). 为 了 画 出 这 张 立 体 图 ， 还 必须 画 出 已 知 抛物 柱 面 与 
平面 的 交 线 , 为 此 我 们 设想 用 一 平行 于 yOz 的 平面 来 截 割 它们 , 那 
么 截 得 一 矩形 4BOD( 图 4-20)， 其 中 4D 为 抛物 柱 面 的 母线 ，D 
为 交 线 上 的 态 ， 这 样 我 们 训 得 到 下 面 描 绘 交 线 上 的 任意 点 的 方法 ， 
在 抛物 线 弧 SP 上任 取 一 点 4, 过 4 作 抛 物 柱 面 的 母线 4D, 再 作 
ABJz 轴 , 交 % 轴 于 B, 过 B 作 BOYy 轴 , 交 PQ- 于 0, 再 过 O 作 
直线 ODYBA, 交 4D 于 DD 点 , 那么 DD 即 为 交 线 上 的 点 ， 用 此 方 
法 可 得 交 线 上 一 系列 的 点 ,把 这 些 点 连结 起 来 , 即 得 所 求 抛物 柱 面 
与 平面 的 交 线 。 所 求 立 体 图 如 图 4-20 所 示 . 


习 贤 
1. 已 知 福 辆 抛物 面 的 顶点 在 原点 ， 对 称 面 为 z0s 面 与 y0s 面 ， 昌 过 点 
(1, 2, 6) 和 ( 寺 1), 求 这 个 椭 贺 抛物 面 的 方程 , 


。 72。 


3. 适当 选取 坐标 系 , 求 下 列 轨 迹 的 方程 . 

(1) 到 … 定 点 和 一 定 平面 距离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 

(4) 与 两 给 定 异 面 直 线 等 距离 的 点 的 轨迹 , 已 知 两 异 面 直线 之 间 的 距离 
汶 29, 来 角 为 2c. 

3， 画 出 下 列 方程 所 代表 的 图 形 : 

C1) 所 十 区 十 2 一 了 于 (2) 2 一 Th 


X 一 人 十 52， 
C3) 1 
2 一 了 


4. 男 出 下 列 各 组 曲面 所 围 成 的 立体 的 图 形 ， 

(1) y=0. s=0, 3r+y=6, 37+2y=12, 7 十 by 十 4 一 6， 

(2) 到 十 妇 一 2 三 坐标 平面 ,7 十 y 一 二 

(3) z 一 V Vy 一 好 LVY =, y=] 

(4) T+ =1, +=1. 

5. 试验 证 椭 加 抛物 面 与 双 曲 抛物 面 的 参数 方程 可 分 别 写 为 . 


T= "COSY, T=a(ttt vy),) 


2 = bu Sin v, y= bu— 1), 
与 
2 =- 2 3 = Ad, 
4 


$4.7 单 叶 双 曲面 习 双 曲 抛 物 面 的 直 母 线 


我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 柱 面 与 锥 面 都 可 以 由 一 族 直线 记 构 成 
这 种 由 一 族 直线 所 构成 的 曲面 叫做 直 纹 曲面 ， 而 构成 曲面 的 那 族 
直线 叫做 这 曲面 的 一 族 直 母线 ， 柱 面 与 锥 面 都 是 直 纹 曲 侧 ， 
我 们 又 在 84.5 与 $4.6 中 看 到 单 叶 双 曲 面 与 双 曲 抛物 面 上 
都 包含 有 直线 ， 下面 我 们 来 证 明 , 这 两 曲面 不 仅 含 有 直线 , 而且 可 
以 由 一 族 直线 所 构成 ,因而 它们 都 是 直 纹 曲面 . 


式 中 4 4 为 参数 . 


首先 考察 单 叶 双 曲面 
a 0 
1 b 0 


2 


其 中 &, 5, 9 为 正 的 常数 ,把 (1) 改写 为 


成 者 
CE 


现在 引进 不 等 于 零 的 参数 4% 并 考察 由 上 式 得 来 的 方程 组 


(1 (3) 
wu ¢ ww、 b 
与 两 方程 组 
人 
(4) 
_y_n. 有 
b 0; 
与 
oe 
a &¢ 本 
LY 
tit 0 


方程 组 (4 与 (4 实际 上 是 (3) 式 中 当 参 数 w>0 和 w->oo 时 的 两 种 
极限 情形 , 显然 不 论 取 何 值 , (3) 以 及 (4，(4') 都 表示 直线 ,我们 
把 (3), (4), (4) 合 起 来 组 成 的 一 族 直 线 叫做 以 族 直 线 ， 

现在 来 证 明 由 这 必 族 直线 可 以 构成 曲面 (D) , 从 而 它 是 单 叶 双 
曲面 (了 D 的 一 族 直 母线 . 

”容易 知道 , % 族 直线 中 的 任何 一 条 二 线 上 的 点 都 在 曲面 () 
上 , 这 是 因为 a#0 时 , 由 (8) 边 边 相 乘 即 得 (了 ), 所 以 (8) 所 类 未 的 
直线 上 的 点 都 在 曲面 (I) 上， 而 满足 (和 与 (4) 的 点 显然 满 是 (2)， 
从 而 洪 足 (1) 因 此 直线 (4) 与 (4) 上 的 点 也 都 在 曲面 (1) 上. 

-»。 1?74d。 


反 过 来 , 设 (ao，yo， z0) 是 曲面 (1) 上 的 点 ， 从 而 有 


Mo ia 1+ (I) 5 
(各 + 名 (2 2 (4+ 加)(1- D (8) 
显然 了 二 -名 与 1 一 -不 和 bE 同时 为 零 ,因此 不 类 一 般 性 ,假设 
Yo 
1 十 关 0. 


如 果 和 @ 革 各 关 0, 那 么 取 忆 的 值 ,使 得 
血 十 血 一 太 1+ 敬 )， 

@ Cc p 
由 (5) 便 得 0 -2%), 


oO 0 te 

所 以 点 (xzo，Wo, 各) 在 直线 (3) 上 ， 

如 果 二 + 多-0, 导 由 的 知 % 有 1! 一 扯 0 所 以 点 (wo， 
Wo， 20) 在 直线 (4 上 . 

因此 曲面 (1) 上 的 任 一 点 (xo, yo， 20)， 一 定 在 妈 族 直线 中 的 某 
一 条 直线 上 ， 

这 样 就 证 明了 曲面 (人 是 由 名 族 衣 线 所 构成 因此 单 叶 双 曲 面 
(D]) 是 直 纹 曲面 ,而 以 族 直线 是 单 叶 双 曲面 (1) 的 一 族 直 母线 ， 称 为 
& 族 直 母线 . | 


同样 可 以 证 明 由 直线 
+ 和 oI 一 精 )， z 
i 


(其 中 多 为 不 锋 于 零 的 任意 实数 ) 与 田 两 直线 (相当 于 9) 中 当 0 一 20 
各 vw->o0 的 情形 ) 


YU 


十 2 0, 
他 《 (7) 
[=0 
pb 2 
与 四 四 . 2 和 和 
. | 全 一 一 一 0， 
,> ?HU 0 
. 区 i | 4 0 (7°) 
A -~ 


合 在 一 起 组 成 的 直线 族 是 单 叶 双 曲面 (了 D 的 另 一 族 直 母线 ,我们 称 
它 为 单 叶 双 上 曲面 (了 D 的 v0 族 直 愉 线 . 
图 4-21 表示 了 单 叶 双 曲面 上 两 族 直 母线 的 大 概 的 分 布 情况 . 


图 4-31 
推论 对 于 单 叶 双 曲 面 上 的 点 ， 两 族 直 母线 中 各 有 一 条 直 母 


线 通过 这 点 ， | 
为 了 避免 取 极 限 ,我们 常 把 单 叶 双 曲面 () 的 以 族 直 母线 写成 


(#1) 

必 人 人 人 wo(1- 量 ) 
其 中 4 ww 不 同时 为 零 ， 当 0, w 关 0 时 ,各 式 除 以 ww，(4.7-1) 
式 就 化 为 (3); 当 w=0 时 便 化 成 (外; 当 w 一 0 时 便 化 成 (4)， 而 。 
族 直 母线 写成 / | 
» 176， 


' 


(4.7-1) 


久生 十 全) 一 o( 工 -他 
(3 9 
其 中 2, # 不 同时 为 零 


这 里 必须 指出 ，(4.7-1) 与 (4， 7 2) 中 的 直线 分 别 只 依 冻 二 
:20 与 2:t 的 值 . 


对 于 双 曲 抛物 面 


ne 


同样 地 可 以 证 明 它 也 有 两 族 直 母线 (图 4-22)， 它们 的 方程 分 别 
是 9 z 


eg) a 


图 423 
@ ”对 于 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 族 方 程 不 用 双 参 数 ， 这 是 因为 如 果 将 (和 4.7-3) 改写 
为 双 参 数 形式 / 
(1 
| . | (+*) 


那么 当 包 =0 时 , 必 有 二 0， 所 以 如 果 要 写成 (*) 的 形式 ， 必须 办 加 条 件 w 芭 0， 但 是 这 
样 (*) 实 质 上 就 是 (4,7-3) 了 。 
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ut 了 
与 | 4 (4 .7 一 人) 
| 


并 且 也 有 下 面 的 推论 . 
“推论 ”对 于 双 曲 抛物 面 上 的 点 ， 两 族 直 母线 中 各 有 一 条 直 母 
线 通过 这 一 点 . . 

单 叶 双 曲 面 与 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 ， 在 建筑 上 有 着 重要 的 应 
用 ,常常 用 它 来 构成 建筑 的 骨架 . 

单 叶 双 曲面 与 双 曲 抛物 面 的 直 和 母线 还 有 下 面 的 一 些 性 质 
.定理 4.7.1 单 叶 双 曲 面 上 异族 的 任意 两 直 母 线 必 共 面 , 而 
双 曲 抛物 面 上 异族 的 任意 两 直 母 线 必 相交 ， 

现在 我 们 来 证 明定 理 的 前 半 部 分 ,后 半 部 分 留 给 读者 . 

证 由 (4.7-1) 与 (4.7-2) 的 四 个 方程 的 系数 和 常数 项 所 组 成 
的 行列 式 为 


ww | 
a b C | 
Wy [a 一 ww | 
4 b C | 4 WwW UU 
1 2 yy abe + J t | 
C 8 C | 
iV tt .vb t 
» 2 | : 
a b C 
0 WwW 化 iw 0 0 a 
40 w 一 | = 一 一 0 2 一 0 
abc | 1 | coc lt vw 0 0 
0 0 一 4 t | 0 0 一 4 


—— 和 (wout — twuv) 一 0 


abe 
根据 $ 3.8 的 例 3 知道 这 两 直线 一 定 是 共 面 的 ， 所 以 单 时 双 曲 面 
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rt 


上 异族 的 两 直 母 线 必 共 面 
定理 .9.2 单 叶 双 此 而 或 双 邮 福 物 面 上 同族 的 任意 丽 直 和 


线 总 是 异 面 直线 ， 而 且 双 曲 抛物 面 同族 的 全 体 直 母线 平行 于 同一 
平面 . | 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

例 求 过 单 叶 双 曲面 伍 - 十 如 一 -和牛 一 1 上 的 点 (6，2，8) 的 
直 母 线 方程 ， , 

解 单 叶 双 曲面 全- 十 妇 - 一 全 -一 1 的 两 族 直 母线 方程 是 


ED 
必 皇 - 计 )=w (1 一 笋 -+1 
a 


wiu=1:2 与 t=0, 
代入 直 母 线 族 方程 , 得 过 (6, 2, 8) 的 两 条 直 和 母线 分 别 为 


| oo 外 1- 


4 十 3 一 4 一 和 一 二 一 忆 2 一 
习 题 : 
1,. 求 下 列 直 纹 曲面 的 直 母 线 族 方 程 
(1) ?+ —2 =0; (2) #=ary. 


2. 求 下 列 直线 族 所 成 的 曲面 ( 式 中 的 和 为 参数 ); 
1\、 2 一 A 2 、 (2 十 34 十 和 一 4， 
人 -9 \ {se 
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3. 在 双 曲 抛物 而 和 一 -此 -一 “上 求 平行 于 平面 和 十 gr~ 如 一 0 的 直 虹 


线 . 
4. 二 证 间 叶 戏曲 本 如 厨 1 的 任意 一 条 走 母 线 在 20y 平面 
上 的 射影 ,一定 是 其 腰 梢 贺 的 切线 ， 
cb x—6 — = 一 -上 2 
5.， 求 与 两 直线 2 2 与 各 相交 ， 而 且 与 


平面 2 十 9 一 5 一 0 玉 行 的 直线 的 轨迹 

06， 求 与 下 列 三 条 直线 

T=1, /X=—1, 03 y+1i 8+2 

bs be 3 
都 共 面 的 直线 所 构成 的 曲面 ， 

Y 。 试 证 明 经 过 单 叶 双 曲 而 的 一 条 直 母 线 的 每 一 个 平面 一 定 经 过 属于 另 
一 族 直 母线 的 一 条 直 母 线 ， 并 举 一 反 例 , 说 明 这 个 命题 在 双 曲 抛物 面 的 情况 
下 不 一 定 成 立 ， 


， 试 求 单 叶 双 曲面 -95 十 -的 --- 扎 -= 二 上 互相 垂直 的 两 直 母 线 交点 的 
轨迹 方程 
9， 试 证 明 双 曲 拢 物 面 各 -一 - 妇 -=24(a 关 5) 上 的 两 直 母 线 直 交 时 ， 其 交 
点 必 在 一 双 上 曲线 上 ， 


10、 已 和 空间 两 异 面 直线 间 的 距离 为 24, 夹 角 为 2a, 过 这 两 直线 分 别 作 
站 而 , 并 使 这 两 平面 相互 垂直 , 求 这 样 的 两 平面 交 线 的 轨迹 ， 


结 束 请 

从 本 章 介 绍 的 曲面 中 , 可 以 看 到 ,一 些 曲 面 可 以 由 一 条 曲线 按 
照 某 种 规律 运动 所 生成 ， 例 如 柱 面 是 由 平行 于 定 方 向 且 沿 着 准 线 
运动 的 直线 所 产生 , 它 是 空间 一 族 平 行 直线 所 生成 的 曲面 ; 锥 面 是 
耻 通 过 和 定 氮 且 治 着 准 线 运动 的 直线 所 产生 ， 这 是 空间 一 族 共 点 直 
线 所 生成 的 曲面 ; 而 旋转 曲面 是 由 一 曲线 绕 其 轴 旋 转 一 周 而 产 生 ， 
它 又 可 以 看 成 是 一 族 纬 圆 所 生成 的 曲面 .在 导出 这 种 由 上 曲线 运动 
所 产生 的 曲面 方程 时 ， 它们 的 方法 是 统一 的 。 即 先 写 出 含有 参数 
。180 。 


的 母线 族 或 纬 圆 族 的 方程 
Fi(w, Y, ¢, tri, Yi1, $1) 一 0， 
1 人 ， 2%, 1, 有 册 一 (0; WD 
再 根据 曲线 运动 的 规律 , 写 出 参数 w yi, zz 所 应 满足 的 关系 式 
Di (wi, Yi, 21) =0, 
(a Yi, 21) =0, 人 
这 也 是 参数 的 约束 条 件 , 然后 由 上 四 式 消 去 三 个 参数 ci，o%i 筑 就 
得 (了 所 生成 的 曲面 方程 . 
一 般 地 说 ,一 个 含有 % 个 参数 和 和,，%s,，…, 和 的 曲线 族 
Fi(w, Y, 2, Mi, ha,“ An) =0, 
(a yy, 2, Mi, Ng, 和。 An) =—0, 
其 中 % 个 参数 的 约束 条 件 为 % 一 1 个 关系 式 
DN Ng, ,Ms) =—0, j=1, 2,*…, nC—1, (4) 
由 (3) 与 (多 中 的 % 十 1 个 式 子 消去 % 个 参数 入 ,No,，…， 和 ,就 得 由 
曲线 族 (3) 所 生成 的 曲面 方程 . 
进一步 ,我 们 也 可 以 把 椭 球 面 , 双 曲 面 与 抛物 面 分 别 看 成 是 由 
某 一 族 曲 线 所 生成 的 ,例如 椭 球 面 : 


入 + 信 + 一 了 (5) 
可 以 看 成 是 由 含有 参数 六 的 一 族 覃 圆 


(3) 


2” J 
2 hp” TT 9 p> -1, 
ol ) 以 IT- 全 


1 (6) 
2 一 内 


所 生成 ,因为 由 (6) 消 去 参数 及 即 为 (5)。 
同样 , 双 曲 南 


可 以 看 成 是 由 售 参 数 及 的 一 族 椭圆 
es 191'. 


j=h, 
所 生成 … 抛物 面 
3 9 
pr 3 


可 以 看 成 是 由 含 参 数 t 的 一 族 抛物 线 


£2 
ds 2 a 
= 20 (sf 7a ) 


y=—t 
对 于 根据 曲面 的 方程 如 何 来 认识 曲面 的 形状 ,在 本 章 中 ,我 们 
介绍 了 “平行 截 割 法"， 也 就 是 用 一 族 平行 平面 来 截 荐 曲面 研究 截 
上 曲线 是 怎样 变化 的 ， 从 这 一 族 截 口 曲线 的 变化 情况 ， 我 们 就 能 
想象 出 方程 所 表示 的 项 面 的 整体 形状 .这 是 一 个 认识 空间 图 形 前 
重要 方法 ， 它 的 思想 是 把 复杂 的 空间 图 形 归 结 为 比较 容易 认识 的 
平面 曲线 ， 这 种 思想 方法 , 也 被 测绘 人 员 用 来 绘制 等 高 线 地 形 图 , 
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例如 要 绘制 一 座高 山 的 地 形 图 ， 可 用 一 组 等 距 的 平行 于 地 平面 的 
平面 来 截 制 ,得 一 族 袖口 曲线 , 这 也 耽 龙 测 出 每 踢 同 样 高 度 的 井 线 
即 等 高 线 , 然后 把 这 些 曲 线 垂直 投影 到 地 平面 上 , 就 得 到 一 族 投影 
曲线 ,这 就 是 等 唤 线 地 形 图 (图 423), 高 出 的 大 致 形状 , 便 由 等 高 
线 图 显示 出 来 。 从 等 高 线 图 中 容易 看 出 , 在 相 邻 两 曲线 靠 得 越 近 
的 地 方 , 那里 的 坡度 就 越 大, 山 势 就 陡 ; 两 曲线 离 得 远 的 地 方 , 那里 
的 坡度 就 小 , 也 吏 古 较为 平坦 ， 
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第 五 童 二 次 曲线 的 一 般 理论 


在 平面 上 , 由 二 元 二 次 方程 @ 
QT 十 201s2U -+ ogy + 20j8T + DosY T+ asg =—0 (1) 
所 表示 的 曲线 , 叫做 二 次 曲线 ， 在 这 一 章 里 ,我 们 将 讨论 二 次 曲线 
的 几何 性 质 ， 以 及 二 次 曲线 方程 的 化 简 ， 最 后 对 二 次 曲线 进行 分 
我 们 在 讨论 中 ,将 从 研究 直线 与 二 次 曲线 的 相交 问题 入 于 ,来 
认识 二 次 曲线 的 某 些 几 何 注 质 ， 为 了 求 直 线 与 二 次 基线 前 交点 ， 
就 必须 涉及 到 解 二 次 方程 的 问题 , 但 是 二 次 方程 的 根 可 能 是 虚数 ， 
央 此 在 这 时 我 们 将 象 代 数 中 引进 虚数 把 实数 扩充 成 复数 那 祥 ， 在 
平 商 上 引进 虚 元 素 。 下 面 我 们 简单 地 说 明 一 下 有 关 虚 元 举 的 问 
题 . 
我 们 知道 , 当 平面 上 建立 了 箔 卡尔 坐标 系 之 后 , 一 对 有 序 实数 
(zx, y) 就 天 示 平 面 上 的 一 个 点 ,， 如果 及 yy 中 至 少 有 一 个 是 虚数 ， 
么 在 这 里 我 们 仍然 认为 (z， 臣 表示 平面 上 的 一 个 点 ， 这 样 的 点 
我 们 把 它 叫做 平面 上 的 让 点 , 而 zy 吗 做 这 一 虚 点 的 坐标 ， 相 应 
地 我 们 把 坐标 是 一 对 实数 的 点 叫做 平面 上 的 实 点 ， 如 果 两 个 虚 点 
的 对 应 坐标 都 是 共 扳 复数 ,那么 这 两 点 叫做 一 对 共 罗 虚 点 , 实 点 与 
庶 点 统称 为 复 点 . 
当 平面 上 引进 了 虚 点 之 后 ,我 们 仍然 可 以 讨论 矢量 .直线 等 概 
念 ,例如 设 jai(ci 2) 与 有 (as， 9) 为 平面 上 的 两 复 点 ,那么 我 他 


称 {fas 一 2 ya- Wis 三 河和 复 锋 和 棚 ， 注 记 和 俯 - 
@ 在 一 般 二 次 曲线 的 方程 中 ，wy、%、y 项 的 系数 部 带 上 2 是 为 了 以 后 演 芝 的 方 
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好， 如 时 om 一 由 与 扩 一 仿 中 至 少 有 一 为 虚数 时 ， 我 们 把 它 遇 
做 虚 和 和 量 ; 如果 点 吝 (z, 9) 的 翟 标 满足 表达 式 


Vi 二 Ara Yi Ay 
十 入 “ 工 十 久 “ 


其 中 入 为 复数 ， 我 们 就 说 点 歼 分 有 Ms 成 定 比 叉 特殊 地 把 点 
于 ( 钳 训 衬 ， 四 诗人 叫做 MMs 的 中 点 ; 我 们 把 


T= 1 (Wa— Ki) t, 
be (Ya— 3)+ 
叫做 由 两 点 Wake yy ， 和 sza 9a) 决定 的 直线 的 参数 方程 , 式 中 
t 为 参数 , 它 可 为 任意 的 复数 . 消去 参数 t 得 . 
At++ By--0O=0, 
起 中 A=ys 一 yj, B= 一 本 Oyi(ra— v1) — v1(Ya -1). 方 
径 Az 十 By 十 U=0 时 做 特级 的 一 般 式 方程 ,如 果 4, 8, C 与 三 个 
实数 成 比例 , 那么 直线 为 实 直线 省 则 叫做 虚 直 线 、 
必须 指出 ,由 于 共犯 复数 之 和 为 实数 ,所以 连结 两 共 罗 虚 点 的 
线段 的 中 点 是 实 点 . 
平面 上 引进 了 虚 点 之 后 , 曲线 的 方程 中 可 能 会 出 现 虚 系数 ,不 
过 以 后 我 们 讨论 问题 时 , 只 考虑 实 系数 的 曲线 方程 ， 但 是 , 由 于 引 
进 了 虚 点 , 实 系数 方程 廊 表 示 的 曲线 上 将 含有 许多 虚 点 , 甚至 有 的 
实 系数 方程 所 表示 的 曲线 上 只 有 虚 点 而 无 实 点 ， 
为 了 方便 起 见 ,我 们 引进 下 面 的 一 些 记号 ， 
下 (人大 Qi92 十 22019902 十 aasoj3 十 401aT + 2008Y 十 Css， 
Fi(w, Y) mrt oy 一 68 加， 
Paw, Y) rt Aaay + das, 


(D 为 了 便于 记忆 ， 可 以 借 用 偏 导 数 的 记号 : Hit{Y, y) 一 FP (g, 21) ， Falt, 功 一 
二 幼 ， 
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Pew, 0 三 qi80 十 Co8 十 wes, 
DL, Y) ou T2010Y + Voy’, 
这 样 我 们 容易 验证 , 下面 的 恒等式 成 立 ， 
Fr, y)=rPFi(v, y) TyFs(y, Y) + Fslw, Y), (2) 
(了 DD) 式 也 就 可 以 写成 
F(v, y)=%PFi(s, Y)-FYFa(Y, Y) + Fs, y)=0, (3) 
我 们 把 了 (zx, y) 的 系数 所 排 成 的 矩阵 
U1 Wi9 Wi18 
| Qa Gag | 
Wi3 Wa3 W838 
叫做 二 痰 曲线 (了 的 矩阵 [或 称 五 (eg 的 矩阵]， 而 用 芳 (z，9) 的 
系数 所 排 成 的 和 矩阵 


LT W119 
“ (wa 
叫做 (zw, 9 ) 的 年 了 泗 ， 显 然 , 二 次 曲线 (了 D 的 矩阵 4 的 第 一 , 第 二 
与 第 三 行 的 元 素 分 别 是 Fi(2, y)， Fs(w, y),， 了 sl(%, y) 的 系数 . 
今后 我 们 还 常常 要 引用 下 面 的 几 个 符号 ， 


py | CIi1 Wig W138 
Wi1 Wi19 
fT) = 011 + C9, 13 一 | 3 一 Wig 人 03 Wa3l, 
人世 22 | 
WiI3 Was W388 
Wii W138 Cag3 0aa | 
kj 一 
[Cd13 Wa3 ag waa | 


这 里 的 工 是 矩阵 4* 的 主 对 角 元 素 的 和 ，Is 是 矩阵 4* 的 行列 式 ， 
1s 是 淹 阵 4 的 行列 式 , 而 Kj 的 两 项 是 工 的 两 项 分 别 添加 上 两 条 
“ 边 而 成 的 两 个 二 阶 行列 式 ， 这 添加 上 的 两 条 “ 边 ” 的 元 素 是 矩阵 
么 中 的 第 三 行 与 第 三 列 的 对 应 元 素 , 也 就 是 说 用 二 阶 行列 式 
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HM 


| 
LA Ca 


2 
LA 


分 别 代替 Zi 中 的 wai，ass 就 由 71 得 到 人 1， 


das | aas| 


1 
Wa3 Ws3! 


$ 5.1 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 


现在 我 们 来 讨论 二 次 曲线 
Faw, y) 0 + 20100 -Goo713 


十 二 Ci8% 十 2 Woagy 十 Cag 二 0 | (4) 
与 过 点 (wo, yo) 且 具 有 方向 下 :了 的 直线 
ye (9) 
y=yot Yt 


的 交点 ， 把 (2) 代 入 (了 DD ,经 过 整理 得 关于 t 的 方程 
(Qt 320 TY oor ?it 
十 2{4wal2o 十 Gilago 十 dis) 避 十 (gilsaao 十 Caago 十 wss) Y Yt 
《aal20 十 2aia0oyo 十 Cast 十 2aiszo 十 2casyo 二 das) 一 0 (3) 
利用 前 面 的 记号 , (3) 可 写成 
男人 全， 了 ) 妇 十 2[Ri(oco， yo) 总 
+ Fal(wo, Yo) "Yi+F (0, yo) 一 0， (4) 
方程 (8) 或 (名 可 分 以 下 几 种 情况 来 讨论 . | 
lB(X,， 了 ) 关 0 这 时 (4 是 关于 tt 的 二 次 方程 , 它 的 判别 式 
为 | 
4= [Fi(wo, Yo)*X+ Favo, yo) 了] 
— BDH, FY):F(wo, yo). 
这 又 可 分 三 种 情况 
T 4>0. 方程 (4) 有 两 个 不 等 的 实 根 二 与 二 ,代入 (2) 便 得 
直线 (2) 与 二 次 曲线 (1) 的 两 个 不 同 的 实 交点 ， 
2 4 一 0， 方程 (和 有 两 个 相等 的 实 根 去 与 加 ， 这 时 直线 (2) 
"187 。 


条 一 次 曲线 (4) 有 两 个 相互 重合 的 实 交 点 ， 

3"” 4 一 0， 方程 (4) 有 两 个 共 斩 的 虚 根 , 这 时 总 涛 0 5 一 次 曲 
线 必 了 

. 多 (人 了) 一 0 这 时 又 可 分 三 -种 情况 ， 

CA 这 和 上 的 
次 方程 , 它 有 唯一 的 一 个 实 根 , 所 以 直线 (2) 与 二 次 曲线 (了 有 唯一 
的 实 区 点 

3° Fi(wo, yo) “ 丰 十 Ps( wo， yo 一 0， 而 FV (wo, Yo) 天 0， 这 
时 (4) 为 矛盾 方程 ,方程 (4) 无 解 , 所 以 直线 (2 与 二 次 曲线 (了 没有 

3 Fi (wo, yo)* + Fal wo, yo) *Y = FH(wo, yo) =0. 这 时 方程 
(作成 为 一 个 恒等式 , 它 能 被 任何 值 ( 实 的 或 虚 的 ) 的 t 所 满足 ,所 
以 直线 (2) 上 的 一 切 点 都 是 (与) 的 公共 点 ， 也 就 是 说 直线 (2) 

全 部 在 二 次 曲线 上 . 


习 题 
写 出 下 列 一 次 曲线 的 矩阵 4 以 及 F(z, 们 ， 有 (2 的 ，Fe(z 殷 ， 
2 4 2 
(3) f=2p%; (4) 22 一 3 二 57 十 2 一 0; 


(5) 22 一 24 十 咏 一 一 6z 十 79 一 4=0. 

2. 求 二 次 曲线 2 一 2wy 一 3y? 一 4 一 6y+3 二 0 与 下 列 直 线 的 交点 ， 

(i) D7-.Y~o=0, (2) ZT+2y 十 2 二 

(3) T+ 4y~ 1=0, (4) %—3y=0; 

(85) 27—6y—9=0. 

3. 求 直 线 7 一 y 一 1=0 与 二 次 曲线 27 一 XY 一 沪 一 xX 一 2y 一 1 二 0 的 交点 

4， 试 决定 万 的 信 , 使 得 | 

(1) 直线 2 一 % 士 5 一 0 与 二 次 曲线 侣 -3z 二 y+h 一 0 识 于 两 不 同 的 实 
et 


* J88 。 


工 十 天 
(2) aa ， ， 与 二 次 曲线 2 二 3 一 4 一 % 一 0 交 于 一 点 ; 
(3) 均线 2 一 码 -1=0 与 二 次 曲线 伊 一 20y 一 (J)y 一 1=0 交 于 两 个 


相互 重合 的 年 必 ; 
(4) 直线 


X=1+t 
1 ,号 一 次 曲线 22 车 4wy 十 一 % 一 2y 二 0 有 两 个 亲 刘 


$5.2 二 次 旧 线 的 渐 近 方 回 、 中心、 渐 近 线 
1. 二 次 曲线 的 渐 近 方向 
我 们 在 85.1 中 看 到 二 次 山 比 
(wv, Y)= Gut i190Y + Good 


二 28 T2098Yy 十 Css 一 0 (1) 
和 具有 方向 全 :了 的 直线 z 
和 一 0 十 故 志 | 
yot Vz, 2 
当 满 足 条 件 
DR Yoda0 RY + gr =0 (83) 


时 ,或 者 只 有 一 个 实 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 直线 (2) 全 部 在 二 次 
曲线 (1) 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 . 
定义 5.2.1 满足 条 件 史 ( 了 ,了 了)=0 的 方 同 定 :了 叫做 二 次 
曲线 (的 渐 近 方向 ,否则 叫做 非 渐 近 方向 。 
因为 二 次 申 公 (1) 的 二 次 项 系数 不 能 全 为 零 ， 所 以 闭 近 方 国 
六 :了 所 满足 的 (3) 总 有 确定 的 解 ， 
如 果 gn 六 0, 那么 把 (8) 改写 成 


oa( 公 ) 十 2cus ( 63 十 wog 一 0， 


rap 
me 


得 A — C2 Vein Clo _ W139 十 Av 一 -23 ， 
Y » 


11 0014 


se。 了 TS。 


如 采 as 竣 0， 把 (3) 改写 成 


mo 地) 十 2019 (去 计 xi 一 0， 


W232 pb 
如 果 gi 二 gas 一 0, 那么 一 定 有 mis 天 0, 这 时 (3) 变 为 
20is 瑟 了 =0, 
所 以 支 : 了 =1:0 或 0:1, 
这 时 0 
(19 


从 上 我 们 看 到 ， 当 且 仅 当 Ta>0 时 ， 二 次 曲线 (人 的 渐 近 方向 
是 一 对 共 轿 的 虚 方 向 ; 13 一 0 时 , (1) 有 一 个 实 渐 近 方向 ; Ta<0 时 ， 
(已 有 两 个 实 渐 近 方向 ， 因 此 二 次 曲线 的 渐 近 方向 最 多 有 两 个 , 显 
然 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 有 无 数 多 . 

定义 5.2.2 没有 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 柄 圆 型 的， 有 
一 个 实 渐 近 方 向 的 二 次 曲线 叫做 抛物 型 的 ， 有 两 个 实 渐 近 方 向 的 
二 次 曲线 叫做 双 曲 型 的 . 

因此 二 次 曲线 人) 按 其 渐 近 方向 可 以 分 为 三 种 类 型 , 即 

1) 椭圆 型 曲线 . 7a>0i 

2) 抛物 型 曲线 . ,=0; 

3) 双 曲 型 有 曲线. 1，<0. 

2%. 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 

我 们 在 $5.1 中 又 看 到 ， 当 直线 (2) 的 方向 耳 : 了 为 二 次 曲线 
(也 的 非 渐 近 方向 时 , 即 当 

DX, FT)=aonX ma RY +ogr’? 0 z 

时 ,直线 (2) 与 二 次 曲线 (了 总 交 于 两 个 点 (两 不 同 实 的 , 两 重合 实 
的 或 一 对 共 罗 虚 的 )。 我 们 把 由 这 两 点 决定 的 线段 叫做 二 次 曲线 
。 190 。 


的 纺 . 
定义 .3.3 如果 点 0 是 二 次 曲线 的 通过 它 的 所 有 豆 的 中 局 
(因而 C 是 二 次 曲线 的 对 称 中 心 )， 那 么 点 C 叫做 二 次 曲线 的 中 
根据 这 个 定义 , 当 点 (zo, go) 为 二 次 则 线 () 的 中 心 时 , 那么 过 
(wo yo) 以 ( 力 的 任意 非 渐 近 方向 肚 : 了 为 方向 的 直线 (2) 与 二 次 
曲线 (1) 交 于 两 点 Mi，M。， 点 (ao, ye) 就 是 弦 Wi4s 的 中 点 ， 因 
此 将 (2) 代 入 (1) 得 : 
GBR, FBILRF (ro, yo) -+Y Fa(wo, Yo)]t 
+F(wo, yo) =0, 
有 刀 十 本 一 0， 
即 
下 Faikdo， oo) 十 上 Ta(oo， yo) 一 0. (4) 
因为 天 :了 为 任意 非 渐 近 方向 ， 所 以 \ 约 式 是 关于 琶 ， 二 的 恒 等 
式 , 从 而 有 
Fi(wo, Wo) 一 0， Fs(wo, Wo) 一 0. 
反 过 来 ， 适 合 上 面 两 式 的 点 (zeo，%o)， 显 然 是 二 次 井 线 的 中 
心 
这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 划 .2.1 点 Ol(wo, yo) 是 二 次 曲线 (1) 的 中 心 ， 其 充 要 条 
件 是 
Fi (vo, go) =anv0+ oyot Ws—0, 
|; oo 多 本 (5.271) 
推论 ” 举 标 原点 是 二 次 曲线 的 中 心 ， 其 充 要 条 件 是 曲线 方程 
里 不 食 z 与 9 的 一 次 项 . 
所 以 ,二 次 曲线 (了 的 中 心 坐 标 由 下 列 方程 组 决定 
。 191。 


Fr 二 41TC 二 Way 二 + Wis = 0, 
| 1(%, y) C11 19% 十 Wi8 5.2-2 


Fs (%, y) =01at + Wagy + Wag = 0. 


Wii wia 


关 0, 那么 (5 2-2) 有 唯一 解 ,这 时 二 次 期 线 


如 果 了 = 
Wiag Waa 


(了 DD) 将 有 唯一 中 心 , (8.2-2) 的 解 寻 为 中 心 的 坐标 ， 


如 果 大 一 | 下 =0 即 4 和 = 和 那么 当 寻 一头 4 
Wa 他 93 Gilg dag Wig ag waa 
时 , (6， 2-2) 无 解 二 次 曲线 (1) 没 有 中 心 ; 而 当 pr 


(5.2-2) 有 无 数 多 解 ， 这 时 直线 ww-F@i9y 十 @13 一 0 (或 Wiat 十 dazy 
十 oas= 一 0) 上 的 所 有 点 都 是 二 次 曲线 (了 的 中 心 ， 这 条 直线 昌 敌 中 
心 真 线 . 

定义 5.2. 和 & 有 唯一 申 心 的 二 次 溺 线 叫做 中 心 二 次 晤 线 议 
有 中 心 的 二 次 曲线 叶 做 无 心 二 次 昌 线 ， 有 一 条 中 心 直 线 的 三 次 此 
线 叫 做 线 心 二 次 曲线 ， 无 心 二 次 胆 比 司 线 心 二 次 因 ， 线 统 称 为 非 中 
二 次 曲线 . 

根据 这 个 定义 与 (5.2-2)， 我 们 得 二 次 项 绕 (4) 按 其 中 心 的 分 
类 . 


11 Qia | 
1) 中 心 曲线 , 1 | 关 0: 
Wi2 Way| 
3 11 13 U1 (1s 
2) 非 中 心 曲 线 , 7 一 0 即 和 人， 
(3 Uno!) Wiy Wg 


a a a 
1° 元 心 油 线 . 人 


129 dasa a3 


wu 长 Ch 
D9 级 心 胆 线 . i 1 
Wi en Cas 


全 一 


从 二 次 曲线 的 接 渐 近 方向 与 接 中 心 的 两 种 初步 的 分 类 中 ， 容 
吻 看 出 , 精 辆 型 曲线 与 双 曲 型 曲线 都 是 中 心 曲 组 ,而 抛物 型 曲线 是 
非 中 心 曲线 , 它 包括 无 心 固 线 与 匀 心 少 线 ， 
:12 。 


定义 .2.5 通过 二 次 韶 弘 人 喇 心 ， 了 而且 以 浙 近 方向 为 方 吏 
的 直线 电 做 这 二 大 曲线 的 渐 近 线 ， 
显然 ,椭圆 吾 曲线 只 有 两 条 虚 渐 近 线 而 无 实 渐 近 线 , 双 曲 型 曲 
线 有 两 条 实 渐 近 线 , 而 抛物 型 曲线 中 的 无 心 由 线 却 无 渐 近 级 , 至 于 
线 心 外 终 它 和 一 条 实 渐 近 线 ,就 是 它 的 中 心 直 线 . 
定理 5.24.42 二 次 划 线 的 渐 近 线 与 这 二 次 赐 线 或 者 没有 区 
点 , 忒 者 整 条 直 全 在 这 二 次 有 曲线 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 . 
证 设 直 线 (2) 是 二 次 有 曲线 (4 的 渐 近 线 , 这 里 (ozo， y10) 为 二 次 
曲线 的 中 心 , 到 :了 为 二 次 曲 谎 的 渐 近 方 癌 ,那么 我 们 有 
1 (wo, Yo) = Fal Xo, Yo) 一 0， 
DR, Y=0. 
因 弛 根据 86.1 中 直线 与 二 次 此 线 的 相交 情况 的 讨论 ,我 们 有 : 站 
把 (axo， yo 不 在 二 次 部 线 ( 上 上 ， 即 六 (wo, Yo) 关 0 时, 渐 近 线 (四 与 
二 次 曲线 (了) 没有 交点 ; 当 点 kao 0) 在 二 次 曲线 (1) 上 , 即 FF(wo, yo) 
一 0 时， 渐 了 证 线 (2) 全 部 在 二 次 沛 并 上 上 ， 戌 为 二 次 曲线 的 组 成 部 
分 。 


习 题 


1. 求 下 列 二 次 曲线 的 淘 近 方向 , 并 指出 曲线 是 属于 何 种 类 型 的 . 
<) 妇 十 274 十 六 十 37 十 四 一 0 

(2) 32z2 十 4 二 22 一 6 一 20 十 5 一 0， 

(3) 2r7y— 47— 2y+3=0. 

2. 判断 下 列 二 次 曲线 是 中 心 曲线 , 无 心 曲线 还 是 线 心 曲线 
(1) 2 一 270 士 21 一 47 一 6 十 3 一 0， 

(2) 22— dry + +7 m1=0; 

(3) 34 8r+12y- 3=0; 

(4) 9 太一 62 十 人 一 6z 二 27 一 0. 

3 或 下 列 二 次 航线 的 中 心 . 

(1) 5 一 2 二 3 一 27 士 327 一 6 一 0; 


10 。 


(2) 2r72+-5ryt+2 6r~3y+5=0, 

(3) 97?2— 30xzy+25% +872— 15y=0; 

(4) dx*°—4ryi+y +4dr -2y=0., 

4. 当 wb 满足 什么 条 件 时 , 二 次 曲线 

z+6rytay +37+by—4=0 
(41) 有 唯一 的 中 心 ; (2) 没有 中 心 ; (3) 有 一 条 中 心 站 线 。， 
5， 试 证 明 如 果 二 次 曲线 
ad122 十 2a1378 十 033 十 2a13 + 22423Y + 493=0 
有 渐 近 线 , 那么 它 的 两 浙 近 线 方程 是 
DT— To, Y— Yo) 
Q(T ~ 20) + a7 — Xo) (Y — Yo) + tay — Yo)” 
一 人 

趟 中 (7o go) 为 二 次 曲线 的 中 心 . 

6， 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 线 . 

(1) 6o 一 2 一 久 上 二 37 十 一 工 一 0 

(2) 22 一 32z4 十 2 二 7 一 3y 十 4 一 0 

(3) 人 9 二 2020 十 久 十 2 十 2 一 4 一 0 

7， 试 证 二 次 曲线 成 为 线 心 曲 线 的 充 要 条 件 是 一 Is=0, 成 为 无 心 曲线 
的 充 雪 条 件 是 Is 二 0, 1s 夫 0. 

3. 证 明 以 直线 417 十 By 十 01=0 为 产 近 线 的 二 次 曲线 方程 总 能 与 成 
(4zZ 十 BTCDJCdZ 二 Bo 二 OO 二 = 

9. 求 下 列 二 次 曲线 的 方程 ， 

下) 斑点 40 4) 为 中 心 , 县 通过 点 (2, 3), (4, 2) 与 (一 J， 一 3); 
(2) 通过 点 (1 4), (2, DD, 《一 1， 一 2) 且 以 直线 $+y 一 1=0 为 渐 近 线 . 


$53.3 二 次 曲线 的 切线 


定义 8.3.1 如 果 直 线 与 二 次 曲线 相交 于 相互 重合 的 两 个 
后 ,那么 这 条 真丝 就 叫做 二 次 曲线 的 切线 ,这 个 重合 的 交点 叫做 切 
点 ， 如 果 直 线 全 部 在 二 次 曲线 上 , 我 们 也 称 它 为 二 次 项 线 的 切线 ， 
直 绕 上 的 每 一 个 点 都 可 以 看 作 切 点 ， 

现在 我 们 来 求 经 过 二 次 曲线 
* 194 ， 


Flw, Y)=0ur 十 20la00 十 0aaw + 2018T+ 298y + Gas— 0 (1) 
上 的 点 (xzo, Yo) 的 切线 方程 。 因 为 通过 (wo, Yo) 的 直线 总 可 写成 
4 一 00 十 疏 志 
b- =—yo+ Tt. (2) 
那么 根据 $5.1 的 讨论 ， 容 易 知道 直线 (2) 成 为 二 次 曲线 (1) 的 切 
线 的 条 件 , 当 (于, 了) 天 0 时 是 
d= [Fi(wo, yo) + Y Fawo, yo)]” 


— DX, YI)F(%o, Yo) =—0. (5.3-1) 
因为 (wo, yo) 在 (i) 上 ,所 以 了 (zo, Yo) 一 0; 因而 (5.3-1) 可 以 化 为 
Fi(%o, yo) +Y Palro, yo) 一 0. (5.3-2) 


当 (于, 了)=0 时 , 直线 (2) 成 为 二 次 曲线 (1) 的 切线 的 条 件 
除了 了 (zo, yo) 一 0 外 ,唯一 的 条 件 仍然 是 (5.3-2)， 
如 果 Faxikzo, yo) 与 Fa(wo, Yo) 不 全 为 零 , 那么 由 (5.3-2) 得 ， 
(co yo):(— Fi(wo, Yo)), 
因此 过 (wo, yo) 的 切线 方程 为 
v= ot Fawo, Yo) i, 
pe Yo) 't, 


出 一 vo 


或 宕 0 YY 
或 写成 : Fa(wo, Yo) — F(xo, yo) 


四 (2 一 Zo) Pilwo, Yo) + (Y —Yo) Fs(wo, yo) 一 0. (5.3-3) 
如 果 i(wo, yo) 一 了 a(wo，Yyo) 一 0， 那 么 (5.3--2) 变 为 恒等式 ， 
切线 的 方向 下 :了 不 能 唯一 地 被 确定 , 从 而 切线 不 确定 , 这 时 通过 
(vo, yo) 的 任何 直线 都 和 二 次 曲线 (4 相交 于 相互 重合 的 两 点 ， 我 

们 把 这 样 的 直线 也 看 成 是 二 次 曲线 (了 的 切线 . 
定义 5.3.2 二 次 曲线 (1) 上 满足 条 件 Fi(wo, yo) 一 F(zo，, 
yo) 一 0 的 点 (wo, yo) 叫 做 二 次 曲线 的 奇异 点 ， 简 称奇 点 ; 二 次 曲线 
*。 {90 。 


的 非 奇异 点 叫做 二 次 曲线 的 正常 点 。 
这 村 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 ， 
定理 5.3.1 如 果 (zo, yo) 是 二 次 曲线 (1) 的 正常 点 ， 那 2 
过 (wo, yo) 的 切线 方程 是 (5.3-3)，(oo， yo) 是 它 的 切 点 ， 如 果 
(oo, 20) 是 二 次 曲线 (二) 的 奇异 点 ， 那么 通过 (zo,yo) 的 切线 不 确定 ， 
或 省 襄 通 过 点 (mo, yo) 的 每 一 条 直线 都 是 二 次 曲线 (4) 的 切线 ， 
推论 如果 (zo, yo) 是 二 次 曲线 (1) 站 正和 常态， 那么 通过 
(wo, yo) 的 切线 方程 是 
QiiTor + ia (WoY + 40) + teayoy + tis (t+ wo) 
+ Qas(Y +Yo0) 十 as 一 0 (8.3-4) 
证 把 (5.3-3) 改 写 为 
wh (wo, Yo) +yF a (to, Wo) 
— [zoFi (wo, yo) +yo Fa(wo, Yo)] =0, 
得 根据 本 章 开始 时 介绍 的 恒等式 ,上 式 又 可 写 为 
wh1i(vo, Yo) YF oo, Yo) + Fs(wo, Yo) —0, 《5.3-5) 
即 
vanrot wayot 013) 十 9(aiago 十 Casgo- 上 aas) 
十 《adso 十 asyo 十 gss) 一 0， 
.从 而 得 (5.3-4)， 
公式 (5.3-4) 便 于 记忆 ,记忆 的 方法 是 在 原 方程 (1) 中 ， 


把 mo 2 2 2 2y 
写成 tm TV 十 2 YYy viw y+y 


然后 每 一 项 中 一 个 ”或 9 用 zo 或 yo 代入 后 ,写成 
Wor Voy tioyo Yoy 2 十 po 2 十 110 
殉 得 出 45.3-4).， 
例 1 求 二 次 留 线 za 一 zy 十 b+2o 一 4 一 3 一 0 在 点 (2, 1 的 
切 绥 万 程 ， 
。 1906 。 


解法 一 ”因为 了 (2, 1) 一 和 一 2 十 上 二 和 一 4 一 3 一 0 月 
Fi(2, 1D) =2 #0, FP,(2, 1) =--2#0, 
于 以 C2, 41) 是 二 次 曲线 上 的 正常 点， 因此 由 (5.3-83) 得 在 点 (2, 1) 


bd (0 90) oy 1)=0 
[9 5z—4y—6=0. 
解法 二 ”因为 (3， 了 是 曲线 上 的 正常 点 ， 所 以 直 执 利用 
(5.3-4) 得 切线 方程 为 : 
(vw 二 2y) 十 y 十 (2 十 2) 一 20y 二 1) 一 8=0, 
[3 : Dz — 4y—6=0. 
尖 2 求 二 次 辐 线 说 一 07 十 六 一 1 一 0 通过 点 (0, 2) 的 切线 方 


解法 一 ”因为 了 (0, 2)=3, 所 以 点 (0, 2) 不 在 曲 红 上 ,所 以 不 
能 直 沪 应 用 公式 (5.3-3) 或 (5.3-4). 
因为 过 点 (0, 2) 的 直线 可 以 写成 
X= 矿 t 
(ay : 
世 中 翌 为 参数 ,站 ,了 为 直线 的 方向 数 . 又 因为 
F,(0, 2)=—1, Fs(0, 2)=92, 
后 以 根据 直线 与 二 次 熙 线 的 相 切 条 件 \8.3-1) 得 
[一 下 十 32 了] 一 3 一 下 下 十 了 3) 一 0 
化 向 得 2X°+XF -Y=0, 
从 而 有 (2X 一 了 人 放下 二 了) 一 0。 
太 由 过 点 (0 2) 的 直线 方程 得 
XY =72:(Y ~ 2), 
代入 于 式 得 
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《22 一 Y 士 2)(2 十 9 一 3) 一 0， 
所 以 2 一 十 2 一 0， 十 by 一 2 一 0 
这 两 直线 的 方向 分 别 为 1:2 与 1:( 一 4)， 显然 它们 都 不 是 已 知 二 
次 曲线 的 渐 近 方向 , 所 以 这 两 直线 就 是 所 求 的 过 点 (0, 2) 的 切线 ， 
解法 二 、 设 过 (0,2) 的 切线 与 已 知 二 次 曲线 相 切 于 点 (wo, yo)， 
那么 切线 方程 为 


zoz 一 可 (oog 十 oo) 十 goy 一 一 0， 


即 
(mw- 计 %jz- 人 (于 Mo 一 加 1 一 1 一 0， (3) 
内 为 它 通 过 (0, 2), 所 以 (0, 2) 满 足 方程 , 将 (0, 2) 代 入 化 简 得 
0o 一 20o 十 革 一 0， (4) 
为 一 方面 点 (to, yo) 在 曲线 上 ,所 以 又 有 
X06— woyo t+ Yo— i=0, (5) 


联 立 解 (4)，(5) 得 切 点 坐标 
一 二 vo==1], 


o™=0, 0 一 二 


将 切 点 坐标 代入 (3) 得 所 求 的 切线 方程 为 
22—y+2 一 0 与 2 二 一 2 一 0 | 


习 题 
1. 求 以 下 二 次 曲线 在 所 给 点 或 经 过 所 给 点 的 切线 方程 ,] 
(Hb 曲线 3o2 二 42og 十 502 一 7z 一 一 一 3=0 在 点 (3 1); 
《2) 有 曲线 5o 二 72 十 色 一 2 十 29%g 一 0 在 原点 ; 
(3) 曲线 作 十 XYy 十 妨 十 TZ 十 4 十 3 二 0, 经 过 点 (一 2 一 1); 
(4) 曲线 5zo2 十 6z%g 十 5 一 8 经 过 点 (0, 2V 3 ); 
(5) 曲线 222 一 2y 一 护 一 z+ 一 2y 一 1 二 0, 经 过 点 (0, 2), ] 
2. 求 以 下 曲线 的 切线 方程 , 并 求 出 切 点 的 坐标 . 
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(1) 曲线 吧 二 4z0 十 3 一 5 一 6% 十 3 一 0 的 切线 平行 于 直线 2 十 物 一 0; 

(2) 曲线 代 十 wy 十 护 =3 的 切线 平行 于 两 坐标 轴 ; 

3. 求 下 列 二 次 曲线 的 奇异 点 ， 

(1) 3z2 一 292 二 6z 十 4 十 革 一 0， 

(2) 27Yy + 27—1=0. 

(3) 2 — 29y+—27+2y+1i=0. 

4， 试 求 经 过 原点 且 切 直线 4x 十 3y 十 3=0 于 点 (1， 一 2) 及 切 直 线 x% 一 y 
一 4=0 于 点 (0, A 

5. 设 有 共 焦 点 的 曲线 族 -和 二 十 并 二 一 1， 这 里 是 一 个 变动 的 参 
数 ， 作 平行 于 已 知 直 线 y=mr 的 曲线 的 切线 求 这 些 切线 切 点 的 轨迹 方 
程 。 


$5.4 二 次 曲线 的 直径 


二 次 曲线 的 直径 

在 $65.1 中 我 们 已 经 讨论 了 直线 与 二 次 曲 线 相 交 的 各 种 情 
况 , 当 直 线 平 行 于 二 次 曲线 的 某 一 非 渐 近 方 向 时 , 这 条 直线 与 二 次 
曲线 总 交 于 两 点 (两 不 同 实 的 , 两 重合 实 的 或 一 对 共 县 虚 的 ), 这 两 
点 决定 了 二 次 曲线 的 一 条 弦 。 现 在 我 们 来 研究 二 次 曲线 上 一 族 平 
行 弦 的 中 点 较 迹 . 

定理 0.4.1 二 次 曲线 的 一 族 平 行 落 的 中 点 轨 迹 是 一 条 直 
线 . 

证 设 革 :了 是 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方向 , 即 B( 于 ,了 ) 关 
0,， 而 (wo, yo) 是 平行 于 方 问 节 ; 了 的 弦 的 中 点 ， 那 么 过 (xzo，%o) 的 


弦 为 
4 一 20 十 太志 
(py, 
它 与 二 次 曲线 也 (zw, y) 一 0 的 两 交点 ( 即 落 的 两 端点 ) 由 下 列 二 次 


方程 
| | z 。199 。 


P(X, 了 )+2[X Fi(%o, yo) +Y Fatwo, VYo) 1 


+F(wo, Yo) 一 0 (1) 
的 两 根 所 与 所 所 决定 ,因为 (zo， go) 为 弦 的 中 所， 所 以 有 
t+ ta=0, 
从 而 有 XXFi(vo, yo) tHYFa(ro, yo) =—0. 
这 就 是 说 平行 于 方向 及 :了 的 弘 的 中 点 (zo, 0) 的 坐标 满足 方程 
人 LTD yy TEY Fw, y)=0, (B.4-1) 
a 
XR(auv+awy +a) -FY (Girt+ say 十 Cos) 一 0， (5.4-2) 
蕊 


(guX 十 qi w+ (mo 十 Ga yasd 二 os 了 一 0. 
(5.4.3) 
过 来 ， 如 果 点 (zco, yo) 满足 方程 (5.4-1) 或 (5.4-2) 让 
(5. ey 邦 么 方程 () 中 将 有 绝对 信 杖 洁 而 待 号 相反 的 两 个 根 ， 
坏 Cito, go) 就 建 其 有 方 问世 :了 的 获 的 中 点 ， 因 此 方程 (5.4-1) 或 
405 .4-2) 或 15.4-3) 为 一 族 平行 于 某 一 非 渐 近 方 向 王 ; 地 的 荡 的 中 
点 轨迹 方程 : 
方程 全 .全 3) 的 一 次 项 系数 不 能 全 为 堆 , 这 是 因为 当 
Wi 二 War 一 Cio 吕 十 as 一 0 
时 ,将 有 
GDR, Yo +20 TY 4 oar 
一 (0 六 十 Qa 了) 十 (Qa 十 qe 了 Y=0, 
这 与 耻 : 了 了 是 非 渐 近 方向 的 假设 矛盾 ， 所 以 (8.4-3) 或 (5.4-1) 是 
一 个 二 无 一 次 方程 , 它 是 一 条 直线 ,于 是 定理 得 到 了 证 明 . 
定义 9.4.1 二 次 起 线 的 平行 纺 中 点 的 轨迹 叫做 这 个 二 次 曲 
线 的 直径 , 它 所 对 应 的 平行 芒 , 叫做 共 力 于 这 条 直径 的 共 罗 纹 ; 而 
直径 也 叫做 共 辑 于 平行 蓄 方 向 的 直径 .、 
" L000 。 


推论 ”如果 二 次 曲线 的 一 族 平 行 纹 的 斜率 为 b 那么 共 饥 于 
这 族 平行 弱 的 直径 方程 是 


Fi(%, y) +hPs(y, y)—0. / 6.49) 

我 们 从 方程 (6.4-1) 或 (6.4-4) 容 易 看 出 , 如果 
F(t, Hat+ay + ws —=0, (2) 
Palr, Y) G0 + dd + 23 = 0, (3) 


表示 两 不 同 直线 时 , (5.4-1) 或 (5.4- 人 将 构成 一 直线 束 ， 当 ey 
时 为 中 心 直 线 束 , 当 了 革 一 二 类 时 时 为 平行 :直线 束 (8 3.8 习 
区 9)， 如 果 (2) 与 j (3) 表示 同一 直线 ， 这 时 2 那么 
(5.4-1) 或 (5.4-4) 具 表示 一 条 直线 . 
[ 果 (2) 与 (8) 中 有 一 为 矛盾 方程 ,比如 人 2) 中 ai 一 ads 一 0，aaa 
关 0, 这 时 5 二 一 2 尖 28 成 立 且 (5.4-1) 或 (5.4-4) 仍 表示 一 平行 
直线 来 ;如果 ( 与 (9) 中 有 一 为 本 等 式 ， 比 如 的 中 负 1 一 a 二 
一 0, 这 时 了 二 全 时 成立 且 (5.4-1) 或 (5.4-4) 只 表示 一 条 直 
线 . 
因此 当 5 即 二 次 曲线 为 中 心 曲 线 时 ， 它 的 全 部 直径 
属于 一 个 中 心 直 线束 ， 这 个 直线 束 的 中 心 就 是 二 次 曲线 的 中 心 ; 当 
一 大 即 二 次 则 线 为 无 心肌 线 时 , 它 的 全 部 直 色 属于 一 
个 平行 直线 束 , 它 的 方向 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 卫 :Y 了 一 一 aia:ail 
= ~ goo: ie: i 即 二 次 曲线 为 线 心 晶 线 时 , 这 时 二 
次 曲线 只 有 一 条 直径 , 它 的 方程 是 
uv 二 +Qry 二 Qi13 一 0 (或 gog 二 aoa1 上 上 Cr 一 0)， 
即 线 心 二 次 曲线 的 中 心 直 线 ,因此 我 们 有 ; 
, 901、 


定理 5.4.3 中 心 二 次 曲线 的 直径 通过 曲线 的 中 心 ， 无 心 二 
次 曲线 的 直径 平行 于 曲线 的 浙 近 方向 ， 线 心 二 次 项 线 的 直径 只 有 
一 条 ,就 是 曲线 的 中 心 直 线 . 

例 1 求 本 加 或 双 曲 线 入 -十 六 ~ 一 1 的 直径 


解 Fw, 四 = 竹 土 妇 pp” l=0， 
Pi(%, Y) ~ Palv, Y) = 土 襄 - 
根据 (5.4-, 共 罗 于 非 渐 近 方 向 于: 的 直径 方程 是 
2 vt y=0, 


时 然 ,直径 通 过 曲线 的 中 心 (0 0). 
例 2 求 抛物 线 多 一 22z 的 直径 ， 
解 Fv, 0 三 200 一 久 一 0， 
Bito Y=p, Falr, 四) 一 一 包 
所 以 共 力 于 非 渐 近 方 问世 :了 的 直径 为 
人 么 2 一 上 2 一 0， 
即 -分 2 
所 以 抛物 线 凤 = 2pz 的 直径 平行 于 它 的 渐 近 方向 1:0、 
例 3 求 二 次 曲线 FP(w, y) 三 2 一 22y 十 这 十 25 一 2y 一 3 一 0 的 
共 罗 于 非 渐 近 方 向 对: 了 的 直径 . 
解 Fi 0 一 2 一 9 十 1， 了 sa(2，2) 一 一 2 十 9 一 十 
直径 方程 为 
(wyt1l)+Y(-s+y—1)=0, 
即 (XY)(w-y+1)=0. 
因为 已 知 曲 线 了 (ww, 幼 =0 的 渐 近 方向 为 下 天 一 1:1， 所 以 
对 于 非 渐 近 方 间 各: 了 一定 有 玉 关 地， 因此 曲线 的 共 辊 于 非 渐 近 
。 000 ， 


方向 全 :了 的 直径 为 
光一 4 十 工 一 必 ， 
它 具 有 一 条 直径 ， 
汪 ， 共 斩 方 向 与 共 斩 直 径 
我 们 把 二 次 山 线 的 与 非 渐 近 方向 瑟 : 了 共 上 的 直径 方 同 
P= (ggawY ): (a +aT ) (4) 
叫做 非 渐 近 方 向 耶 : 了 的 共 轿 方向 , 所 以 有 
+a tt, Y= (gu +owar )t, 
其 中 t 关 0, 因此 有 
D(X, YT)=a0u(02d a9 ) PP— 241 019X + gga ) 
“(Qi oF + ag (a +o ) 
= (ganda— 0) (OR tO0 RY + ory’) 
= TBD(X, YF)t, 
因为 对 :了 为 非 渐 近 方 向 , 所 以 BDB( 定 ,了 ) 关 0, 另外 又 有 t 天 0, 因 
此 , 当 1s 关 0 即 二 次 曲线 为 中 心 曲 线 时 , B( 革 ', 了 沾 产 0; 当 1s=0 
即 二 次 曲线 为 非 中 心 曲线 时 ,更 (下 了”) =0， 这 就 是 说 , 中心 二 
次 曲线 的 非 渐 近 方 向 的 共 斩 方 向 仍然 是 非 渐 近 方 向 ， 而 在 非 中 心 
二 次 曲线 的 情形 是 渐 近 方向 . 
由 ( 细 得 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 癌 下 并 与 它 的 共 钳 方向 
革 :了 之 间 的 关系 
a +owa( XY'+RT) Far T=0. (5.4-5) 
从 45.4-5) 式 看 出 ， 两 个 方向 下: 与 入 :了 是 对 称 的 ， 因 
此 对 中 心 曲 线 来 说 ， 非 渐 近 万 向 和 二 : 上 的 区 忽 方向 为 非 渐 近 方 癌 
避 : 半 ,而 和 :的 共 斩 方 回 避 是 区 :了 . 
定义 .9.2 中 心 曲 线 的 一 对 具有 相互 共 拖 方向 的 直径 叫做 
一 对 共 罗 直径 ， 
* 203。 


充 一 和 二 一 Bp', 代 入 (5.4-5), 得 


ook bh’ -十 Ci3 (大 十 龙 十 CH 一介， (6b.4-6) 
这 看 是 - 于 全 的 和 名 满足 的 关系 陈 ， 
例如 椭圆 5 二 -做 - 一 1 的 一 对 共 思 直径 的 斜率 与 六 有关 


六 : 系 
二 ph + 
1) ot 
局 ) 
天 
hl 一 一 47 ) 
ww : ， 
而 双 曲 线 -一 1 的 一 对 共 匈 直径 的 斜率 与 N 有 着 关系 
pb? 
1 一 一 二 (5.4-8) 
企 (B.4) 中 ,如果 设 
YF'=X:F, 
型 人 么 有 0 及” 十 2019 生 下 十 aos 克 3 一 


显然 此 时 到 :上 芭 二 次 曲线 的 渐 近 方 问 。 因此 如 潜 对 二 次 曲线 的 
站 罗 方 澡 A 入 .5.4-D) 祭 全 玫 的 推广 ,那么 渐 近 方面 可 以 看 成 与 自 己 
交加 方向 ;从 而 浙 近 线 世 朗 可 以 看 成 与 自己 共 辊 有 的 直径 ， 


习 ”本 


1 避 知 二 次 曲线 3z3720 二 区 2 十 42 十 589 二 =]。， 求 它 的 

(CD 与 x 轴 平 行 的 弦 的 中 点 轨迹 ; 

G) 与 # 轴 平 行 的 弱 的 中 点 轨 远 ， 

(3) 与 直线 I 平行 的 纺 的 中 点 轨迹 ， 

2， 求 曲线 和 一 禾 一 2 一 6 一 0 通过 点 名 0D 的 直径 方程 ， 并 求 其 江 


3. 已 知 曲 线 妇 一 色 一 27 十 329 一 夺 =8 的 直径 性 2 畏 字 行 ， 束 它 的 方 咎 ， 
并 求 出 这 直径 的 共 罗 直 径 ， 
4. 已 知 抛物 线 态 = 一 8x, 通过 点 (一 二 轧 引 一 驼 ， 使 它 在 这 点 被 平分 ， 
。 攻关 全 同 
ik 
. 试 证 , 通过 中 心 二 次 曲线 中 心 的 直线 ， 一 定 是 中 心 二 次 曲线 的 直径 ; 
ss 无 心 二 次 曲线 浙 近 方向 的 直线 , 一 定 是 无 心 二 次 曲线 的 直径 , 
， 求 下 列 两 条 二 次 曲线 的 公共 直径 . 
0 322 一 2x2y 十 31 十 4 十 4 一 人 一 0 与 2z2 一 3 一 只 十 3z 十 2 一 0; 
(2) PHY TY=0 S++ ~ T+Y=0, 


8， 已 知 二 次 是 线 通 过 申 点 , 并 且 以 下 列 两 对 直线 
-| | 
5x—5y—4=0,] ~ 2x-y—1i=0, 


为 它 的 两 对 共 力 宣 和 经; 求 这 二 次 曲线 的 方程 。 


$3.5 二 次 曲线 的 主 真 径 与 主 方 同 

定义 5.5.1 二 次 胆 线 的 垂直 于 其 共 辊 粥 的 直径 出 做 二 次 加 
线 的 主 直径 ， 主 盘 经 的 亡 向 宙 圳 直 于 主 直 径 的 方向 都 则 做 二 次 旧 
线 的 主 方向 

显然 , 主 直 径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 因此 主 二 径 也 叫做 二 次 1 
线 的 轴 , 轴 与 曲线 的 交 感 则 做 嫩 弘 的 项 ， 点 。 

现在 我 们 来 求 二 次 曲线 

Fv, Y) 0nd + 20ry + doy + 208t + 2aa9y 十 cas 一 0 


的 
的 主 方 向 与 主 直 径 . 
如 果 二 次 曲线 () 为 中 心 曲 线 ， 那 么 与 二 次 曲线 (了 D 的 非 渐 近 


方向 于: 太 并 所 的 让 信 为 (e054 8 设 自 他 的 方向 
及 ':Y' 那么 / 
入 :了 =- 一 (Ge 十 Qua ) 4 (cs 计 二 wv 了 )， 《2 ) 


* L080 。 


恨 据 主 方向 的 定义 , 丰 : 六 成 为 主 方向 的 条 件 是 它 垂直 于 它 的 共 
方向 , 在 直角 坐标 系 下 , 由 (1.7-14/) 得 
下 避 十 了 了 一 0 或 三: 了 了 一 一 天 :区 (3) 
(3) 代 入 (2) 得 
X:V=(guT +awT): (ow +avor ), (4) 
因此 袜 : 了 成 为 中 心 二 次 曲线 (4) 的 主 方向 的 条 件 是 
Q14 入 十 Qia] =AX, 
| 十 Coal =AY 
立 ,其 中 Xz0, 或 把 它 改写 成 
(Qu—N)X +oarY =0, 
| 十 (asas 一 入 ) 和 =0 
这 是 一 个 关于 藉 ， 了 的 齐 次 线性 方程 组 ， 而 了 , 了 不 能 全 为 
零 , 所 以 


(5.5-1) 


(5.5-1’) 


011 一 人 «0 
”|=0, (5.5-2) 
!' CH Qsa— 人 
Ep 
入 一 太太 十 万 一 0. (5.5-3) 


因此 对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ， 只 要 由 (5.5-8) 解 出 再 代入 
(5.5-1) 就 能 得 到 它 的 主 方向 . 
如 果 二 次 曲线 (4) 为 非 中 心 二 次 曲线 ,那么 它 的 任何 直径 的 方 
回 总 是 它 的 唯一 的 渐 近 方向 
卜 1 半 1 一 一 0 一 0oa3 (~ ia), 
而 垂下 于 它 的 方向 显然 为 
Kaa: 0 = 13: Wo9, 
所 以 非 中 心 二 次 曲线 (1) 的 主 方向 为 ， 
渐 近 主 方 向 
X11 — Qi:011™ ga: (~ 019), (6) 
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非 浙 近 主 万 问 
De LT LA (6) 

如 果 我 们 把 (5.5-2) 或 (5.5-3) 推 广 到 非 中 心 二 次 曲线 ， 即 式 

中 的 I 可 取 等 于 零 ,这 样 当 I =0 时 ,方程 (6.5-3) 的 两 根 为 

人 1 一心 ， 人 3 一 1 一 Qi 十 Co9， 
把 它 代入 (5.5- 切 或 (45.5-2) 所 得 的 主 方向 ， 正 是 非 中 心 二 次 曲线 
的 渐 近 主 方向 与 非 浙 近 主 方 问 . z 

因此 ， 一 个 方向 下 : 了 成 为 二 次 曲线 (1) 的 主 方 何 的 笨 件 是 
(5.5-1) 成 立 , 这 里 的 入 是 方程 (5.5-2) 或 (5.5-3) 的 根 ， 

定义 5.5.2 方程 (5.5-2) 或 (5.5-3) 叫做 二 次 曲线 (DD) 的 
特征 方程 ,特征 方程 的 根 叫 做 二 次 曲线 的 特征 根 , 

从 二 次 曲线 (1) 的 特征 方程 (5.5-3) 求 出 特征 根 和 入， 把 它 代入 
(5.56-1) 或 (5.5-1)， 我 们 就 得 到 相应 的 主 方向 , 如 果 主 方向 为 非 
渐 近 方向 , 那么 根据 (5.4-1) 就 能 得 到 共 罗 于 它 的 主 直径 , 

定理 5.9.1 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 . 

证 因为 特征 方 穆 的 判别 式 

4 一 寿 一 471 一 (0 一 aas)2 十 40lo 关 0 
所 以 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 . 
定理 5.5.2 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 . 
证 ”如果 二 次 曲线 的 特征 根 全 为 零 , 那么 由 (5.5-3) 得 


i=12=0, 
有 W111 二 Waa=0 与 i1099 — Qi2 =0, 
从 南 得 人 411 一 人 19 一 人 35 一 0, 


这 与 二 次 曲线 的 定义 矛盾 ,所 以 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 . 

定理 .5.3 由 二 次 曲线 (1) 的 特征 根 入 确定 的 主 方 向 了 :了 ， 
当 入 天 0 时, 为 二 次 曲线 的 非 渐 近 主 方向 ; 当 入 =0 时 , 为 二 次 曲线 
的 渐 近 主 方向 。 
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证 因为 
DBF, VI)=aunT +o0 RY +ay 
— (QuX +anr )T+(oa ta rT Yr, 
所以 由 (5.5--1) 得 
GBT, FANE HAP? =A (TR +’), 
又 因为 全, 了 不 多 为 零 , 所 以 当 和 #0 时 , B( 了 对, 了) 了 0, 下: 了 为 
二 次 曲线 (了 I) 的 非 渐 近 主 方 则 ; 当 和 =0 时 ，B( 了 ,了 )=0, 下: 了 
为 二 次 有 曲 伍 (了 DD) 的 渐 近 主 方向 
定理 9.9.4 中 心 二 次 曲线 至 少 有 两 条 主 直径 ， 非 中 心 二 次 
由 绕 只 有 一 条 王家 经 . 
证 担 - 一 次 基线 (了 ) 的 特征 方程 (B.5 3) 解 得 两 特征 根 为 


Ti+ Ii-41, 
9 二 


1° 当 二 次 曲线 上) 为 中 心 曲线 时 , 五 关 0， 如 果 特 征 方 种 的 兰 
别 式 4 一 7 一 4 一 人 Q41 一 0oa 六 十 40io 一 0， 都 么 cad 一 aas， Qi = 0U, 
这 时 的 中 心 山 族 为 芳 ( 包 括 点 溯 和 虚 济 )， 它 的 特征 根 为 一 对 二 重 
术 \， 


人 1,a 一 


和 一 ai 一 aoa( 关 0). 

把 它 代 入 (5.5-1) 或 405.5-1)， 则 得 到 两 个 恒等式 ， 它 被 任何 方向 

和 :上 所 许 定 ， 所 以 任何 实 方向 者 是 网 的 非 渐 近 主 方向 , 从 而 通过 

图 心 的 任何 直线 不 仅 荐 是 二 从 浊 语 注 瑟 是 6 柯 且 宰 是 图 的 主 

主 径 ， 

如 采 特 征 方程 的 判别 式 4= asiaas) ?十 4g1s:>0， 那 么 特征 

要 力 两 不 等 的 非 零 冬 概 各 ， 和 aa, 将 它们 分 3 代入 58.5-1) 得 福 应 的 
下 非 渐 近 证 万 河 为 

Ni = (Nt— A) = (Ny Co0) ai9， (7 


人 了 一 ie As 一 好 11 ) = (Mo 一 (29 ) :19, (3) 
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这 两 主 方向 相互 垂直 ( 见 本 节 习 题 4), 从 而 它们 又 互相 共 罗 , 因此 
非 圆 的 中 心 二 次 曲线 有 而 且 只 有 一 对 互相 垂直 从 而 又 互相 共 圈 的 
主 直 径 . 

2” 当 二 次 曲线 (1) 为 非 中心 曲 线 时 , 7s= 0, 这 时 两 特征 根 为 

NM = W111 二 gg, As=0, 

所 以 它 只 有 一 ed 即 与 和 = 一 oa 十 ass 相应 的 主 方 
问 ,从 而 非 中 心 二 次 曲线 只 有 -条 主 直径 , 

例 求 了 (wv, 二 信 -wy 十 妨 一 1 一 0 的 主 方 向 与 主 直 径 ， 

| 1 


一 于 » 
解 71 呈 工 十 于 一 2， 1, = 1 。 一 一 关 0. 
_ 一 ]| 4 
2 
曲线 为 中 心 曲 线 , 它 的 特征 方程 为 


和 2 2》 二 一 0 


解 这 方程 得 两 特征 根 为 


由 特征 根 和 一 去 确定 的 主 方向 为 


证 1: 了 j= -地 :( 训 -1)= -到 到) 


由 特征 根 Xs 一 了 确定 的 主 方向 为 


‘yo /3 人 _ 工 .上 _ 1. 
人 3] 9 (一 1)= 9'9 ~.1:1, 


又 因为 0 ) 一 2 一 训 久 “ab®, Y) = -Boy, 
所 以 曲线 的 主 直径 为 
(2- 吉 V+ (一半 z+y)=0 
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1 1 
3 -(e- 吝 四 +(- 吾 <+9)=0 
妈 +y=0 与 2 一 %/ 一 0. 
例 2 求 曲线 万 (z, 切 王 局 一 2oy 十 妨 一 4 一 0 的 主 方向 与 主 
直径 ， 


解 … 六 =1+1=2 J,= -9 
-1 1 
.…. 曲线 为 非 中 心 曲 线 , 它 的 特征 方程 为 
2— 2%=0, 
因此 两 特征 根 为 
Mi=2, Mo=0. 
由 这 两 特征 根 所 确定 的 主 方 回 为 ; 
非 淖 近 主 方 癌 
Xi= 1:(2—1)=—1:1, 
浙 近 主 方 向 


Xa sa=—1:(0—1)=1:1, 
又 因为 Fi(w, ) =2-y—2, Pow, 幼 一 一 4 十 2 
所 以 曲线 的 唯一 主 直径 为 

一 人 一 一 2 十 人 一 和 十 幼 一 0， 
即 ZX 一 2 一 1 一 0 


习 题 


1. 分 别 求 精 加 -每 十- 从 =1 双 曲 线 五 一- 攻 =1， 抛物 线 妨 =2pz 的 
主 方向 与 主 直径 ， 

2. 求 下 列 二 次 曲线 的 主 方向 与 主 直 径 。 

(1) S57 8ry + 5y— 1872—18y+9=0; 

(2) 27y~27+2y—1=0; 

(3) 9 — 24r7y+16y:— 187r—10l1y+19=0; 
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(4) z+ + -2y+1=0. 

3， 直线 x+4+1=0 是 二 次 和 曲线 的 主 直径 ( 即 对 称 轴 ) 点 《0,0), (1, 一 了 
(2, 了 在 曲线 上 , 求 这 曲线 的 方程， 

4. 试 证 明 二 次 曲线 两 不 同 特征 根 确定 的 主 方向 相互 垂直 。 | 


$5.6 二 次 曲线 方程 的 化 简 与 分 类 


这 一 节 , 我 们 将 在 直角 坐标 系 下 , 利用 坐标 变换 , 使 二 次 曲线 
的 方程 在 新 坐标 系 里 具有 最 简 形 式 ， 然 后 在 此 基础 上 进行 二 次 曲 
线 的 分 类 . 

1. 平面 直角 坐标 变换 

我 们 知道 ， 如 果 平 面 内 一 点 的 旧 坐标 与 新 坐标 分 别 为 (z， 妇 
与 (x', Y), 那么 移 轴 公 式 为 @ 


v=w' 十 00， . 
[ (5.3-1) 
~—Y 十 Wo 
或 
化 二 人 vv 一 公 
| (5.6-1’) 
4 一 4 一 2%o0， 


式 中 (xzo，%o) 为 新 坐标 系 原 点 在 旧 坐 标 系 里 的 坐标 。 转轴 公式 为 


(ee (5.6-2) 
一 入 MNnaty 008 0; 
或 
| (5.6-37) 
一 一 和 SnDCW 十 WOC03S 0， 
式 中 的 为 坐标 轴 的 旋转 角 . 


而 在 一 般 情形 , 由 旧 坐标 系 0-zy 变 成 新 坐标 系 0'-w'y， 总 可 
以 分 两 步 来 完成 ， 先 移 轴 使 坐标 原点 与 新 坐标 系 的 原点 0' 重合 ， 


@” 移 轴 , 转轴 公式 见 六 年 制 重点 中 学 高 中 数学 课本 4 解析 几何 ? (平面 ) ,人民 教 育 
出 版 社 , 1982 年 第 1 版。 
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谈 成 举 标 有 系 他 -2 公司 出 畏 助 举 款 系 CO-w2 7 再 转 轴 凋 成 新 
坐标 系 O-z (图 5- 世 ， 设 平面 上 任意 点 也 苞 旧 举 标 与 新 坐 妹 
分 别 为 (x，9) 与 (zz ，y))， 而 在 辅助 人 举 流 东 0~w wy 中 列举 标 为 


Co) 那么 由 15.6 与 并 pp 1 A 
(5.6-2) 分 别 得 | 7 

| 00， a 

y—y "+a; 7 


5 人 -YY Sn a， / 
y= sinoty cosa, : -到 fv , 
由 上 两 式 得 一 般 坐 标 变换 公式 
为 有 5 
人 Oso ?7 Sin cc- 二 wo， (5.6_3) 
/一 Sn 二 Wecosw 十 7o， 
由 (5.6-3) 解 出 zy 全 得 逆 变 换 公式 
"=wCO8atY Snag (tocosegt yo Sin oa), 
7 1 一 4 和 Smnaw 十 cosw-- (— wosinwt Yo cose). 
(5.6-4) 
平面 直角 坐标 变换 公式 (5.6-3) 是 由 新 坐标 系 原点 的 从 标 
(wo, Yo) 与 坐标 轴 的 旋转 角 a 决定 有 的， 确定 坐标 变换 公式 , 除了 上 
面 的 这 种 情况 外 ， 还 可 以 有 其 
它 的 方法 .例如 给 出 了 新 坐标 
系 的 两 坐标 轴 在 旧 坐 标 系 里 的 
万 程 ， 并 规定 了 一 个 轴 的 正方 
问 等 ， 现 在 我 们 就 来 介绍 这 种 
情况 下 的 坐标 变换 公式 . 
没 在 直角 泽 标 系 zCy 里 
给 定 了 两 条 相互 垂直 的 直线 图 5 
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i, 40 十 Bf 士 CO 一 0， 

Pa， Aor+ Bay 十 On 一 0， 
其 中 414s 十 B1Bs 一 0、 如 果 取 直 丝 五 为 新 坐标 系 中 的 模 轴 Om ， 
而 直线 有 为 纵 轴 0OY , 并 设 平 面 上 任意 点 性 的 旧 举 标 与 狐 谷 标 分 
别 是 (z, y) 与 (vw', 9%)， 四 为 |o 是 点 Me， 幼 到 0OY 轴 的 距离 ， 


也 下 定 到 扣 到 s 的 距离 (图 5-2), 因 此 我 们 有 
[| | Aog8+ Bay 十 Da | 
V As+Bs 
i ,|Aw+Biy+0l| 
同 误 可 得 1y'| = -TB 
于 是 在 去 掉 绝 对 和 信和 从 号 了 以 后 , 便 有 有 
>- A A Bay -Oe 
- \ 7 45 十 局 > Bi  ， 
(3.6-8) 
1 ，， AA1% dw Bwyd-Or 
dy VA 


为 了 使 新 坐标 系 仍然 是 右手 从 慰 系 , 我 们 米 决定 (5.6-5) 中 的 
符号 ,将 (5.6-5) 式 与 公式 .5.6-4) 比 较 得 


、 士 4 = C09 0 ”二 ba 一 simnw 

V 4dz+B2 "VAMtbi 
一 ne -一 二 < c08 Qi。: 
V A 十 Bi ~ VAI+B ， 


朵 此 《5.6-5) 中 的 第 一 式 右 剖 的 的 系数 应 与 第 一 式 的 右 端 的 ? 
的 系数 相等 @, 所 以 (5.6- 信 的 符号 选取 要 使 得 这 两 项 的 系数 是 同 
写 的 . 

例 1 已 知 黄 珀 直 的 直线 1 2wp 一 y 十 8 一 0 与 15, 十 2y 一 2 一 0， 
取石 为 加 ,La 为 Oy 办， 求人 举 标 变换 公式 ， 


| BR A es 
和 


Te a pp — he 


* wl13 .+ 


解 设 隆 (vw, 外) 的 新 坐标 为 (w', Y), 那么 有 
-ee Y 十 4 一 < 
必 二 十 ~/B Fr 
20 一 2 十 3 
y 一 圭一 和 一 


根据 上 面 的 符号 选取 法 则 得 变换 公式 为 


， t+2y—2 十 2y 一 2 
7 v7 ， w J , 
yj/ 20 — y+3 yy 22—Y+3 : 

VB MB 


前 一 公式 由 于 取 的 sina 一 一遍 ->0， 所 以 旋转 角 为 小 于 w 的 正 


角 ， 而 后 一 公式 取 的 sin = 一 < 所 以 旋转 角 为 绝对 值 小 
于 ww 的 负 角 . 
2， 二 次 曲线 方程 的 化 简 与 分 类 
设 二 次 曲线 的 方程 为 
Pls, y)=auv 24% + do 
十 218t 十 2023y 十 ass 一 0， (1) 
现在 我 们 要 选取 一 个 适当 的 坐标 系 , 也 就 是 要 确定 一 ' 个 坐标 变换 ， 
使 得 曲线 (1) 在 新 坐标 系 下 的 方程 最 为 简单 ,这 就 是 二 次 曲线 方程 
的 化 简 。 为 此 , 我 们 必须 了 解 在 坐标 变换 下 二 次 曲线 方程 的 系数 
是 怎样 变化 的 ， 因为 一 般 坐 标 变 换 是 由 移 轴 与 转轴 组 成 ， 所 以 我 
们 分 别 考 察 在 移 轴 与 转轴 下 ， 二 次 曲线 方程 (了 的 系数 的 变换 规 
律 . z 
在 移 轴 (6.6-1) 即 
p= 二 vo, 
Dr 
下 ,二 次 曲线 (db 的 新 方程 为 
,214° 


FP (w+ wo, y +2Yo) 
三 ti 十 0) 十 2qia(o 十 2o) (十 yo) 
十 aas(Y TY0) 203% 十 0o) 十 2ass(2 十 yo) + ss 
一 0 
化 简 整理 得 : 
di002 十 204a200 十 ob 2 十 20132 十 202s9 十 ass 一 0， 
这 里 
O11 M1 O12 = C13, 22 = 099, 
@13 = Cd100 -+ Cisbo 十 W183 一 F'(wo, Yo), 
a23 — iato0 + Goggot+ V28 = Pavo, Yo), (5 .6-6) 
oa = 04 十 20airsaogo 十 Caa0 十 201aco 
+ 2agsyo + dsa— F(xo, Yo). 
因此 在 移 轴 (5.6-1) 下 ,二 次 曲线 方程 系数 的 变换 规律 为 
1° 二 次 项 系数 不 变 ; 
2° 一 次 项 系数 变 为 2F1 (mo, 9y0) 与 28a(zo，go)i 
3” 常 数 项 变 为 FF (wo0, Yo). 
因为 当 (wo，g0) 为 二 次 曲线 (二 的 中 心 时 ， 有 i(%0，Yyo) 一 0，, 
Fa(zo yo) 一 0, 所 以 当 二 次 曲线 有 中 心 时 , 作 移 轴 , 使 原点 与 二 次 
曲线 的 中 心 重合 ， 那 么 在 新 坐标 系 下 二 次 曲线 的 新 方程 中 一 次 项 
消失 . 
把 转轴 公式 45.6-2) 即 
w= 0080w 一 9 mn oa 
| @+Yy CO oe 
代入 (DD), 得 在 转轴 (5.6-2) 下 二 次 曲线 (了 ) 的 新 方程 为 
Qt 0 Y 十 62201 "+2013%' + 2029Y + 033 = 0, 
这 里 
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0 一 0d1C0S2w 十 20issinaocosw-Hasssin2 a， 
012 一 (Cs9 一 Q11) Sm & COSg a 二 C19 (COS” 0 -一 SI 0) ) 


52 = 011 SN? @ — 2019 Sin axcosw 十 Cao C08° o, 


1 (5.6-7) 
| 3 — 008 COS 化 十 wasg 91n ao, 
| , 
隐 = — wis SN g++ gg C0S0w， 
f 
W333 一 Wa3. 


因此 ,在 轻 轴 下 ,二 次 曲线 方程 (1) 的 系数 的 变换 规律 为 , 

1° 二 次 项 系数 一 般 要 改变 ， 新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方 
程 鬼 二 次 项 系数 及 旋 闭 角 有 天 ,而 与 一 次 项 系数 及 常数 项 无 关 . 

2 ”一 次 项 系数 一 般 要 改变 。 新 方程 的 一 次 项 系数 仅 与 原 方 
程 肝 一 次 项 系数 及 旋转 角 有 关 , 与 二 次 项 系数 及 常数 项 无 关 , 如 时 
我 们 从 (8.6-7) 中 的 

Q13 ~ 13 COS 0 as Sin o, 

023—= — 18 Sn ot tog COS a 
解 出 wts，csas 得 

W183 = 013 009 0 — 23 Sin wa， 

Qa = 13 Sn @ + 2a CO 0, : 
那么 可 以 进一步 看 到 , 在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (人 的 一 次 项 系数 
as，0as 的 变换 规律 是 与 点 的 坐标 x, y 的 变换 规律 完全 一 样 , 当 原 
方程 有 一 次 项 时 ,通过 转轴 不 能 完全 消去 一 次 项 , 当 原 方程 无 一 次 
项 时 ,通过 转轴 也 不 会 产生 一 次 项 , 

8” 常数 项 不 变 . | 
二 次 曲线 方程 (里, 如 果 a1s 到 0, 我们 往往 使 用 转轴 使 新 方 
程 中 的 gl 一 0， 为 此 ,我 们 只 要 取 旋 转角 w 使 得 
12= (29— 11)8ii ouCosw 十 aia(cosaa — sin?2e) =0, 
Cp (aa 一 at)sin 20+ 2419 COS 20—0, @ 
WD 这 里 的 sin 2a 叶 0, 否则 将 有 os 一 0 与 假设 矛盾 。 
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所 以 


cte 20 = 3- 。 (5. 6-8) 


A 


因为 余 切 的 值 可 以 是 任意 的 实数 , 所 以 总 有 a 满足 (6.2-8), 也 就 
是 说 总 可 以 经 过 适当 的 转轴 消去 (1) 的 zy 项 . 
例 2 化 简 二 次 曲线 方程 
四 02 十 400/ 十 402 十 120 一 % 十 革 一 0， 
并 通 出 它 的 图 形 . 

解 ” 办 为 二 次 则 线 的 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 遂 过 
转轴 消去 wy 项 ， 设 旋转 角 为 a, 那么 由 (5.6-8) 得 ; 


ctg 20 =— - 荆 ， 
1l~te og 3 
Bp 2te a 4 7 
所 以 2 te"o--3teo-2=0, 
从 侧 得 t 夫 a 一 一 二 或 2 
取 志 a2@, 那 么 sina 一 一 <，cosa= 一 上 ， 所 以 得 转轴 公式 
/5 z \/ 5 
为 
” 1 
pp Dy 
沁 5 C y'), 
J 


代入 原 方程 化 简 整 理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
B22V 52 一 5 5y +1=0. 
条 用 配方 使 上 式 化 为 
@ 如 果 到 也 0= 一 二 ,同样 能 消去 oy 项 
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再 作 移 加 加 
4 yy 
曲线 方程 化 为 最 简 形 式 
213 一 50 一 0. 
或 写成 标准 方程 为 
WI boy”, 


这 是 一 条 抛物 线 ， 它 的 顶点 六 
是 新 坐标 系 0"-w"y 的 原 ，， 
点 ， 原 方程 的 图 形 可 以 根据 
它 在 党 标 系 23 中 的 


~ 
标准 方程 作出 ， 它 的 图 形 如 一 一 
图 5-3 所 示 . 


”一 利用 坐标 变换 化 简 二 次 
曲线 的 方程 ， 如 果 曲 线 有 中 


心 , 那么 为 了 计算 方便 ,往往 先 移 轴 后 转轴 . 


例 3 化 简 二 次 明 线 方 称 


访 一 09 十 色 二 20 一 4 一 0 


并 画 出 它 的 图 形 . 
1 
oe |i 1 


所 以 般 线 为 中 心 二 次 昌 线 , 秘方 珀 组 


了 
出 2/ ) 汪 必 一 Yi 1 =0, 
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和 


尖 


得 中 心 的 学 标 为 z=0, y=2, 取 (0, 2) 为 新 原点 作 移 加 


T=%, 
y 一 9 十 2 


原 方 程 变 2 一 2 十 4 一 4 一 人 

| 4 Try 

上 冉 转 轴 消 去 wy 项 ,而 .5.6-8) 得 
vtg 2a 0, 


从 而 可 取 wx 一 工 ， 故 转 轴 公 式 为 


12 一 


Cn) 


i 
v2 
yy —— 1 (2 十 %”) 
/2 2 
经 转轴 后 曲线 的 方程 化 为 最 简 形式 


1 119 0 pi 
A 一 一 | at 入 
3” TY 4, 


或 写成 标准 形式 
作 和 2 加 
+ 
8 


这 是 一 个 椭 加 ， 它 的 图 形 如 图 
5-4 所 示 . / 
利用 转轴 来 消去 二 次 曲线 
方程 的 wy 项 , 它 有 一 个 几何 意 
义 ， 就 是 把 坐标 轴 旋 转 到 与 二 
次 曲线 的 主 方向 平行 的 位 置 ， 图 5-4 
这 是 因为 如 果 二 次 曲线 的 特征 根 入 确定 的 主 方向 为 下 :了 ,那么 由 
(5.5-1) 立刻 得 
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“ectg2a 一 1-t eo (a (aa / 
也 Cr 人 2 W112 
大 一 Ceg 
1 一 (元 全 一) (一 全 
_- 六 一 0aa 八 _ 0 /OW 1 
2010 O19 ” 
入 一 Wa 


因此 ， 上 面 介 绍 的 通过 转轴 与 移 轴 来 化 简 二 次 面 线 方程 的 广 
法 ， 实 际 上 是 把 坐标 轴 变 换 到 与 二 次 和 弗 线 的 主 直径 ( 即 对 称 轴 ) 重 
合 的 位 置 。 如 果 是 中 心 曲 线 , 坐标 原点 与 曲线 的 中 心 重 合 ; 如 果 是 
沁 心 册 线 , 坐标 原点 与 基线 的 顶点 重合 ; 如 果 是 谎 心 曲线 , 坐标 诛 
尽 司 以 与 曲 缕 的 任何 一 个 中 心 重合 ， 因 此 ,二 次 曲线 方程 的 化 简 ， 
只 要 先 求 出 山 线 (1) 的 主 直 径 , 然后 以 它 作 为 新 坐标 轴 ， 作 坐标 变 
换 即 可 ， 
例 和 ”化合 二 次 曲 级 方程 
zs 30y+y :+102—10y+21=0, 


并 作出 它 的 图 形 ， 
解 已 知 二 次 要 后 生生 下 : 
| 1 -总 5 
_3 1 | 
2 
5 —b o1 
| 1] 号 | 
< 5 
1 一 十 一 2 | -5 
2 | 
所 以 曲线 的 特征 方程 是 
2 旦 _ 
人 -一 2 本 0 
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解 得 汕 特 征 根 为 
一 一 广 ， N= 
因而 油 线 的 两 个 主 方 问 为 


pt (3 _1)—_1:1 
曲线 的 两 条 主 直 径 为 
(2-By+5)+(-2+y-5)=0 
Cs __ ~ O_o _Ki.. 
] (« 3 y+5)+( 9 TY 5)=0, 
El v4+y~=0 与 2 一 9 十 4 一 0. 
取 这 两 条 主 直径 为 新 坐标 轴 , 由 (5.6-5) 得 坐标 变换 公式 为 
/TH 
2 二 /i 
,Tm—-y+4 
/2 多 
解 出 2 与 9 
M2 1/ \ /2 7 
一 AL2 22 Y 十 2， 
2 2 
代入 已 知 曲 线 方 程 , 经 过 整理 得 上 曲线 在 新 坐标 系 下 的 方程 为 @ 
1 5 


2 
Fo 十 可 多 二 1=0, 


所 以 曲线 的 标准 方程 为 


四 ”这 里 由 于 取 曲 线 的 主 直 径 ( 即 对 称 轴 ) 为 新 坐标 轴 , 所 以 在 计算 新 方程 的 系数 
时 , 对 于 中 心 曲线 , 只 要 计算 平方 项 的 系数 与 常数 项 , 其 余 系数 均 为 零 , 不必 计算 , 对 于 
非 中 心 央 线 ,也 可 得 出 相应 的 结论 。 
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zf 
可 了 
5 | yi 
这 是 一 条 双 油 线 、 : 1 
在 作 图 时 ， 必 须 首先 确定 y / 
4 轴 的 正 向 ， 变 换 公 式 的 wv 表 / 
达 式 的 右 端 = 项 的 系数 为 XK、 
ND? y 项 的 系数 为 <7 训 ,把 O x 
这 些 系数 与 公式 (5.6-4) 比较 
计 知 道 sina= 一 上 CON w == 四 了 -5 
A\ 


-- 河 ,因此 中 轴 与 5 轴 的 交角 为 ec~ 竺 ， 当 新 坐标 系 确定 之 后 ， 

曲线 就 可 以 在 新 坐标 系 里 按 标准 方程 作 图 ， 原 方程 所 表示 的 图 形 

如 图 5-5 所 示 ， | 

例 5 化 简 二 次 曲线 方程 好 十 2zg 十 内 十 2z 十 y 一 0， 并 作出 它 
的 图 形 

解 “已 知 二 次 曲线 的 矩阵 是 

1 

1 


1 
1 
1 
1 可 


Ji 一 十 1 一 3， a 
曲线 为 非 中 心 曲 线 , 它 的 特征 方程 为 
2 一 2 和 一 0， 

特征 根 为 1 一 2， As=0, 


曲线 的 非 渐 近 主 方向 为 对 应 于 hs 一 2 的 主 方向 
es 22 。 


下 :了 一 于 :|， 


所 以 曲线 的 主 直 径 为 
(z 上 9 十 站 十 [fs 十 9 二 去) 一 0 
即 z+y+ 了 一 0. 


求 出 主 宣 色 与 曲线 的 交点 , 即 曲 线 的 顶点 为 (名 ,一 -起 )、 所 以 过 


出 线 的 珊 点 且 以 非 渐 近 主 方向 为 方向 的 直线 为 


3 40 
16 _ 7 16 
1 1 


这 也 是 过 项 点 垂直 于 主 直径 的 直线 ， 取 主 直径 s+y 十 子 一 0 为 新 
坐标 系 的 v' 轴 ， 而 过 曲线 的 顶点 且 垂 直 于 主 直径 的 直线 2-y- 
写 ~0 为 y 轴 , 作 坐标 变换 , 它 的 变换 公式 为 


一 一 


到 py 0, 


2—Yy— 
必 = V2 3 
vi Yt 
Y 二 /2 ; 
-2 .V2 /，3 
解 出 & 与 30 
wi 人 VY : 
a ,_ 15 
J 于 16， 
代入 已 知 方程 ， 经 过 整理 得 
2y* + 0 == 0, 
化 为 标准 方程 
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这 是 - :条 抛物 线 ， 为 了 要 画 出 这 。 “ Iy 
条 抛物 线 ， 我 们 必须 确定 代表 wv | 

轴 的 直线 的 正 向 , 如 果 w' 轴 与 2 ” 
轴 的 交角 为 a, 那么 根据 变换 公式 


有 na 一 ,009 二， 
/2 2’. 
因此 ， w 一 一 丁 ， 人 帖 的 正 向 就 能 


确定 了 (图 5-6). 

新 坐标 轴 作 出 后 ， 我 们 就 能 图 5-6 
在 新 泽 标 系 下 ， 根 据 抛物 线 的 标准 方程 来 作出 它 的 图 形 ， 如 图 
5-6 所 示 . 

例 6 化 简 妇 一 2zy 十 % 士 20 一 20 一 3 一 0. 

解 已 类 曲线 的 矩阵 为 


1 -1 1 
-1 1 -| 
1 -1 -8 


它 的 第 一 , 第 二 两 行 成 比例 , 曲线 为 线 心 曲线 , 它 有 唯一 的 直径 邯 
中 心 线 , 也是 曲线 的 主 直 径 , 其 方程 是 


V 一 十 二 一 0， 
取 它 为 新 坐标 系 的 2 轴 , 再 取 任 意 垂 直 于 这 中 心 线 的 直线 , 比如 
w+y=0 


为 渐 坐 标 系 的 yy 轴 作 坐标 变换 ,六 这 时 的 变换 公式 为 


;: w+Yy 
人 二 me 
V2 
, 一 二 
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解 出 2 号 y 
\ 


代入 已 知 方程 ， 经 过 整理 得 : y 
2y”—4=0, 
即 y?=2 或 YW 一 士 V 豆 ， NN 人 
这 是 两 条 平行 直线 (图 5-7)， 
对 于 线 心 曲线 ， 我 们 可 以 ~/ 
直接 从 原 方程 分 解 为 两 个 一 次 xX 
因 式 ， 从 而 立刻 可 以 作出 它 的 z 
图 形 ， 上 比如 例 5 的 方程 可 以 改 、\ 
(ecC 一 四 2 十 2(0 一 门 一 8 一 0， 图 5-7 
所 以 (2 一 /二 3) 一 9 一 巧 一 0， 
因此 原 方程 表示 两 条 直线 
: cyt+3 一 0 与 ww-y 一 1=0, 
它 的 图 象 如 图 5-7 所 示 . 
一 般 地 说 来 ,我们 有 
定理 5.6.1 远 当 选取 坐标 系 ， 二 次 曲线 的 方程 总 可 以 化 成 
下 列 三 个 简化 方程 中 的 一 个 ， 
(IT) aus itary tes—=0, odo 0,; 
(IT) gooy?+2013t=0, cascjg 关 [0 
(TI gga ?Qss=0, aas 关 0. 
证 ”我们 根 六 汪 次 曲线 是 中 心 曲 线 、 无 心 曲线 与 线 心 曲线 三 
种 情况 来 讨论 . 
1” 当 已 州 二 次 曲 弘 为 中 心 曲 线 时 ,我 们 取 它 的 一 对 既 : 共 辊 又 


* 2D 


互相 垂直 的 主 直径 作为 坐标 轴 建 立 直 角 坐 标 系 ， 设 二 次 曲线 在 这 
样 的 坐标 系 下 的 方程 为 
cd02 二 260Y 十 Gost/ 十 20ia 十 20ss01 十 gas 一 0 四 ， 
因为 这 时 原点 就 是 曲线 的 中 心 。 所 以 根据 定理 5.2.1 的 推论 知道 
Ais = 93 = 0, 

其 次 ， 二 次 曲线 的 两 条 主 直径 ( 即 举 标 轴 ) 的 方向 为 1:0 与 

0:1, 它们 互相 共犯, 因 地 根 据 (5.4-5) 有 - 
0 =—0, 

所 以 曲线 的 方程 为 

(JT) cii22 十 ooa2 十 0asmm0， 
又 因为 它 是 中 心 册 线 ,所 以 又 有 

73a 一 Cilag 一 Ci 一 029 史 0 

2” 当 已 知 二 次 曲线 为 无 心 曲 线 时 ， 到 它 的 唯一 主 直 径 为 4 
轴 ， 而 过 顶点 ( 妇 主 直径 与 曲线 的 交点 ) 且 以 非 浙 近 主 方向 为 方 疗 
的 直线 ( 即 过 顶点 垂直 于 主 直径 的 直线 ) 为 y 轴 建 立 坐 体系 ， 这 时 
的 曲线 方程 假设 为 

0440 十 241300U 十 Caat + ca% + 2098Y + tss = 0, 
因为 这 时 主 直 径 的 共 辊 方向 为 节 : 了 =0:1, 所 以 主 直 名 的 方程 为 
W129 Woy + Was = 0, 
它 就 是 xz 轴 , 即 与 直线 y==0 重合 ,所 以 有 
G1 03—0, 0og 关 0 
又 因为 顶 所 与 坐标 原点 重合 ,所 以 (0,， 0) 满 足 曲 线 方程 ， 从 而 又 有 有 
Casz 一 人 
其 次 , 由 于 上 曲线 为 无 心 有 曲线 ,所 以 

”@ 因为 仅 标 变换 公式 (5.6-3) 与 其 洲 变 换 公式 (5.6-4) 者 是 一 次 式 ， 所 中 一 次 卓 


线 经 党 祭 安 换 (5.6-3) 后 ， 其 新 方程 的 次 数 w 科 2， 再 通过 逆 变 换 (5.6- 和 ， 郝 人 么 又 有 
2 所 以 0 一 2 即 一 次 时 线 方 程 在 坐标 变换 之 下 的 次 数 不 变 。 
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而 cia 一 0，asas 关 0, 所 以 有 
11 一人， Qi8 0, 
因而 曲线 的 方程 为 
(IT easy2 二 2013 一 0，0as013 关 0 
3” 当 已 知 二 次 曲线 为 线 心 曲线 时 ， 我 们 取 空 的 中 心 育 线 ( 即 
曲线 的 唯一 直径 也 是 主 直径 ) 为 x 轴 ， 任 意 重 直 它 的 直线 为 y 轴 ， 
”建立 坐标 系 ， 设 曲线 的 方程 为 
Q412 264000 + Vagy + Dngt + 2aagY/ 十 css 一 0， 
因为 线 心 曲线 的 中 心 直 线 的 方程 是 方程 
01: 儿 十 1 十 is 一 0 
与 W129 + tay + 28 = 0, 
中 的 任何 一 个 ,第 二 个 方程 表示 轴 的 条 件 为 
013 一 0a8 一 和 ， a 0. 
而 第 一 个 方程 在 eta=0 的 条 件 下 ,不 可 能 再 表示 x 轴 ， 所 以 它 必 
须 是 恒等式 , 因而 有 : 
| . aii™= Qa1s= 0, 
昕 以 线 心 曲线 的 方程 为 
(III) goay? Ga3 =0, tog 0, 
定理 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 根据 二 次 曲线 三 种 简化 方程 系数 的 各 种 不 同情 
5, 写 出 二 次 曲线 的 各 种 标准 方程 , 从 而 得 出 三 次 由 线 的 分 类 ， 
(1 中 心 曲线 
a440 十 as 十 ass 一 0， gud 0. 
当 qss 关 0 时 , 滥 么 方程 可 化 为 
4 十 了 六 一 工 ， 


“0I。 


Cas” ”as 
如 果 4>>0,， 刀 >0, 那么 设 
1 1 
4= Ta， b= 
于 是 得 方程 
| 2 
[1 二 (本 图 ). 
如果 4 二 0, B 过 0, 那么 设 
po 
4 Q ” 2 O37 
于 是 得 方程 
12 2 1 《 虚 燃 圆 ) 
0 p2 - 2 守 昌 上。 


如 果 4 与 刀 异 号 ,那么 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 设 4>0, B<0， 
(在 相反 情况 下 ,只 要 把 两 轴 Oxz 和 Oy 对 调 ); 设 


-1 p=- 
eA 六 3 2 
于 是 得 方程 
9 9 
[3] -二 一 -和 于 《〈 双 曲线 )、 


当 aas 一 0 时 ， 划 采 QW11 - 柯 gag 辣 号 ， 可 以 假设 C11>0, go>0 
(在 相反 情况 只 要 在 方程 两 边 同 时 变 号 ), 再 设 wa= -五 ,ua= - 布 ， 
于 是 得 方程 


[和 十 如一 0 (点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共 狗 碰 直 线 )， 
如 采 ai 导 0aa 异 号 ,那么 我 们 类 似 地 有 
[5] 2 于 一 0 (两 相交 直线 ). 


CI) 无 心气 线 


3。 


doay” 十 2043 人 和 一 晶 ， wi dis 


设 一 2 一 多 于 是 得 方程 
Li 一 2pz 《〈 扫 物 线 ) 


UJD) 线 心 由 浅 
say2 十 0as 一 0， aa 关 0。 


万 程 可 以 改写 为 ; 
2 Wa3 
Wag 
当 @ss 与 gaa 异 号 , 设 一 一 pt ,于 是 得 方程 
[7 pe (两 平行 直线 ); 
当 aas 与 aaa 同 号 ， 设 5 型 一 0 于 是 得 方程 
[8 二 一 aw” 《两 乎 行 共 斩 虚 直线 ) 
当 das 一 0 时 ,得 方程 为 
[9] 一 0 (两 重合 直线 ). 
于 是 ,我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 


定理 5.6.2 通过 适当 的 选取 坐标 系 ， 二 次 曲线 的 方程 总 可 
以 写成 下 面 九 种 标准 方程 的 一 种 形式 : 


[1] 邱 十 和 力 人 二 1( 椭 圆 ); 
[2] 训 


a 0 
42 yj 
[3] 入- 一 -和 一 1( 双 曲线 ); 
四 入-+ 和 一 0( 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共 思虑 直线 ); 


[5] 入 一 姑 一 0( 两 相交 直线 ); 


a” 


[6] 二 2p2 (抛物 线 ); 


记 ] % 一 ac2( 两 平行 直线 放 
[8] 沪 = 一 (两 平行 共 轿 虚 直 线 ); 
[9] ==0( 两 重合 直线 )， 


习 题 
1. 利用 移 轴 与 转轴 , 化 简 下 列 二 次 曲线 的 方程 , 并 画 出 它们 的 图 形 . 
(1) 8x223+4ry+ 2 —247—12y+18=0; 
(2) 22 十 27Vy 十 久 一 47 十 9 一 工 一 0; 
(3) 5%2+12vy— 227x— 12y--19*=0,; 
(4) T+ 27y+Yy +27+2y=0. 
2. 以 二 次 有 曲线 的 主 直径 为 新 坐标 轴 , 化 简 下 列 方程 , 并 写 出 相应 的 坐标 
变换 公式 与 作出 它们 的 图 形 . 
(1) 8z2 二 47 十 502 二 82 一 167 一 16 一 0 
(2) 2 一 420 一 2 二 1107 十 4 一 0 
(3) 42 一 上 yy 十 久 十 67 一 8 十 3 一 0 
(4) 42z2 - dxy+ 4472y=0. 
3.， 试 证 在 任意 转轴 下 , 二 次 曲线 的 新 旧 方 程 的 一 次 项 系数 满足 关系 式 
613 十 0423 一 Q33 十 G33。 
4. 试 证 中 心 二 次 曲线 
a + 2hry+- a =a 
的 两 条 主 直 径 为 生 一 多 一 0, 曲线 的 两 半 轴 的 长 分 别 是 


J 人 ~， 太 V -4 
| Ww- ) ; 一 | 


$5.7 应 用 不 变量 化 饮 二 次 曲线 的 方程 
1. 不 变量 与 半 不 变量 
二 次 曲线 在 任意 给 定 的 直角 举 标 系 中 的 方程 为 
Fv, Y) 600 + 2 十 Gaag2 二 24033838 十 20387 + ogg 
= 0. (1) 
设 在 直角 坐标 变换 (5.6-3) 
* 230 。 


v= C0090 —Yy' Sinw 十 io 
和 十 入 
下 ,曲线 方程 (1) 的 左 端 变 为 
P's’, y ) =0t 4 240102Y + Coy 
十 2031ag +203 十 Gaa， 
那么 多 项 式 FF'(w', 扩 ) 也 是 二 元 二 次 多 项 式 , 它 的 每 一 个 系数 都 可 
以 用 多 项 式 了 了 (z, y) 的 系数 和 坐标 变换 (5.6-3) 的 系数 表 出 . 
定义 5.7.1 由 了 (w, 2y) 的 系数 组 成 的 一 个 非常 数 函 数 了 ， 如 
果 经 过 直角 坐标 变换 (5.6-8), Bo 了 引 变 为 扬 (2',y') 时 ,有 
fl(@11, C12, ***, Wa3) = f(Q11, Q12, “°°, 033), 
那么 这 个 应 数 了 叫做 二 次 曲线 (1) 在 直角 坐标 变换 (5.6-3) 下 的 不 
变量 ， 如 果 这 个 函数 了 的 值 ,只 是 经 过 转轴 变换 不 变 , 那么 这 个 图 
数 叫 做 二 次 此 线 (也 在 坦 角 坐标 变换 下 的 半 不 变量 ， 
定理 5.7.1 二 次 曲线 (了 ) 在 直角 坐标 变换 下 , 有 三 个 不 变量 
JTi，72， Ts, 与 一 个 半 不 变量 Kj 


Hid Wia Wis 
(1T Cig 


{i011 Wg) {so= ) 了 8 一 Wig Waa Wag 
Wa ag 
Qi3 Wag wa3 
kK Wii is Wan dag 
1 | . . 
Wi3 W383 doa Wa 


证 因为 直角 坐标 变换 (5.6-3) 总 可 以 分 成 移 轴 (5.6-1) 与 转 
轴 (5.6-2) 两 步 来 完成 , 因此 本 定理 的 证 明 、 也 就 分 成 移 轴 与 转轴 ， 
两 步 来 完成 . 
先 证 明 在 移 轴 (5.6-1) 下 ， Li, Ls, Ts 不 变 ， 而 Ki 一 般 要 政 
变 ， 
根据 (5.6-6) 知 , 在 移 轴 下 , 二 次 曲线 (1) 的 二 次 项 系数 不 变 , 
所 以 
,231， 


太一 1 十 Co 一 0 十 Caa 一 1 


T= en W11 W182 一 了 
Wio Woo W123 Wag 
Ql1 Ql2 Wi13 
而 1s= Iai dd22 023 
Qi3 Was 38 z 
W141 W119 014100 十 Cisyo 十 Qis 
一 CT93 Wa9 / W130 十 Caalfo + Wa3 
Quzot uwyo tds Caiado 十 Caslo 十 as Flwo, Yo) 
W114 Win Wi3 
一 化 12 化 33 Wa8 


/ Qido0 + Wyo + ds CGIiaZ0 十 CasWo 十 as Wisvdo Wasyot Wss 


Wi Qi1la 418 


和 


一 -sa. 


Qia Qag Us8 
上 面前 第 三 个 等 式 是 由 第 三 列 减 去 第 一 列 乘 以 zo, 第 二 列 乘 以 y。 
而 得 到 的 ,第 四 个 等 式 是 由 第 三 行 减 去 第 一 行 乘 以 wz, 第 二 行 飞 以 
yo 而 得 到 的 ， / 

KK 在 移 轴 下 一 般 是 要 改变 的 ， 例 如 也 (ws， 四 三 22y， 它 的 
下 :一 0, 而 通过 移 轴 (86.6-1), 了 (ww, Y) 变 为 

Fv, yy) =2vY 十 2yo0 十 22zoy 十 2xogo， 

而 这 时 : 
0 Yo 0 vo 


ki'= 
Yo 2Xoyo 


= 一 (23 十 Y0) 天 0， 


wo 20070 
、。 1 头 且 1。 

现在 我 们 来 证 明 在 转轴 (5.6-2) 下 ，f1，fa I 与 ;1 都 不 变 ， 
对 于 五 与 ia 只 要 考虑 方程 的 二 次 项 系数 就 够 了 ， 根 据 (5.6-7)， 
LOL。 


在 转轴 下 有 1 


Ef 7 二 机 
[2 一 Cil00S 0 2019 SiN acoSC 十 Cos SI? wa， 
4422 一 Ci1Sin ww 一 20ioSin acoSw 十 aas CO a， (2 ) 


一 (ss 一 0)sinawcosw 十 aiasf(cos2w 一 Sin2ay， 


利用 三 角 函 数 天 系 
人 1 nana 
50s2 m= [ os 20 


US ww 


(2) 可 化 为 ， 
z Cd 十 人 C1 。 
0 一 一 二 -一 2 十 一 上 一 2 00S2a 十 aiasgin 20， 
2 2 
;} CT 十 Goa LTL Won > 
022 一 一 一 一 -一 一 一 -一 -一 C092w 一 as9mn2a \ 避 ) 
2 2 
(Woo— 0 . 
Qa Sin 2w 十 aiacos2a 
量 站 
二 i=@11+ 0 = 011 二 02a = 1, 
011 Q12 
11 0 
1 一 | ， ，| 一 aitQ22 一 013 
CI2 W922 


。 2 z 一 一 3 
__ (te ) _ (2 ) cos D0 + go sin a | 


2 2 
aos 一 C 
一 | (a) Sin 20 十 Cjda COS 2a | 
“) J 
-( (11 + Ua ) _ /Ad VY ~ a2 
2 2 四 


、 2 T 
W110929 一 人 2 一 人 3， 


现在 来 证 明 7s 在 转轴 下 也 不 变 ， 因 为 


r F f 
Qi CI2 也 13 

上 
i 3= Ql2 W222 W238 


E EF f 
Wisg Wos Wa 


? ? } f 
) Q12 U13 ， IQ Wi1 1 IQ11 Wi12 
= 013| ， ， Wa3 ,十 Ga38 | , ， |» 
Wo2 W238) 23 Wi12 | Wi2 QW22 
ft F 
[en O19 W111 U1? 


不 变 ， 即 


而 在 转轴 下， 刚才 已 证 得 {ss = 


[as Wi2 


F 
Wia Waa W192 W239 


， 且 在 转轴 下 二 次 曲线 方程 的 常数 项 不 变 ， 所 以 又 有 


| in Won 


多 — 88, 因 耻 


} _! | 
) ) | cta Qia| ， {C13 《1 11 C1i9 | 
了 一 013| ， ， (23 | ， ; W383 | 
Wo os 23 W192 Wi 化 33 
gl。 dl 
，， 19 CC13 , 
将 (5.6-7) 代 入 | ， ,|1, 化 简 整 理 得 
We Wes 
ft 
(Cig cs | M19 (99 Qi1 Cial ， 
|= 一 Sm w。 
[Co22 CC23 CH3 Qa8 | Cl13 Ca28 
Peer 一 
同 理 可 得 
Q13 O11 4 oa ， W141 a 
， ,| 一 一 sin w 一 008 0, 
CC23 人 12 | Ci48 Co8 Qi8 Was | 
记 以 
, ，| ,W129 Wa3 [Qi Qi9 
1s==03l | GCOS w 一 in o 
Wi8 Wa W183 Wg3 
| aa 022 | . aa (Y19 
二 Goal — | SI G 一 C08 Ww 
Ci Gv) Wi3 Ca8 
Ct WI 
~ Cs 
‘Wa Wa2 


12 Uy2 | 
| = 


* {013 COS @— 23 SIN &) -— 
IWig Wo8 


$ 4 者 


_ er fyT3 | 


) ， . | G21 2 
(caSiw 十 023C03w ) 十 Css 
aaa oa | Wig Gaa| 
Ga oa ea (V19 ) 0 0 dia | 
™ 18 - 一 人 393 
| cas Gas | Qig Gas| Wi Qaa 


bt Qi19 Gis| 


= 


= ia 0ag Ural = 1s. 


Wa3 Was 
最 后 我 们 来 证 明 五 ; 在 转轴 下 也 是 不 变 的 , 因为 


Qi Wi3| i029 Cas 
十 |! 


天 1 一 


1C348 Wa3 css W383 
一 (ii 十 Caa)aas 一 (qis 十 Ca2s) ， 

而 exit 十 aas 一 2 与 二 次 曲线 \ 蕊 的 常数 项 mas 在 转轴 下 都 是 不 变 

的 ,再 由 85.6 习 题 3 知 


129 1 12 9 o 
1s TT Os = 1st 3, 


| Cs 人 | (on Wo 
Ki 31 1 | | (too Co23 
[| 
1013 @3s| Jara 383) 
r :2 :9 
(Cil 十 G29 }@33 一 (0&13 十 Ca3 
2 2 
一 (aa 十 ws3 ) 33 一 (cis 十 253 ) 
W111 Wi8 Waa Has | 
和 =Ki. 
di8 Wa3| a3 (a3 
Ei 号 
宕 理 证 毕 ， 


定理 5.7.3 当 二 次 曲线 (1) 为 线 心 曲线 时 , 在 直角 坐标 变换 
下 大 | 是 不 变量 , 

证 ” 痛 先 证 明 当 线 心 曲线 的 方程 具有 简化 方程 

(IT aoab2 二 ass 一 0 
时 i 不 变 ， 因 为 1 是 半 不 变量 ,所 以 只 要 证 它 在 移 轴 下 不 变 ， 


* 20) 。 


在 移 轴 (5.1-1) 下 , (11 了 ) 的 左 端 变 为 
Waa(Y yo) -Ges = Wag + 2apoyoy’ 十 Cos 十 Cos 


, | Wag Cr39V0 
机 0 Qa200 - -Was Wood0 (ony 二 Qs8 | 
一 Wootta3,. 
: 0 0 ‘ig 0 
说 Ki1= | 十 一 CQ230C35。 
| 0 | 0 go 
. kg —Ki. 


其 次 ， 如 果 了 (xz, y) 一 0 经 过 移 轴 (5.6-1) 变 成 (III)， 

来 (II1) 经 过 移 轴 (5.6-1') 就 变 成 了 (%， 7 0， 有 i 
生 线 汪 浊 惫 加 和 方术 化 大 ITT 那么 Ai 不 变 ， 

现在 设 线 心 二 次 曲线 也 (wz, y) 一 0 经 过 任意 的 直角 坐标 变换 
t 恋 成 玉 (2 的 ) 一 0 我 们 来 证 明 天 1 一 天 1， 因 为 太 (o, y)=0 为 
线 心 二 次 曲线 , 因此 总 存在 直角 坐标 变换 去 把 妃 (z, y) 变 成 (IIT) 
的 左 端 ， 因 此 反 过 来 也 一 定 可 以 通过 直角 航标 变换 t 红 ! 把 (II) 的 
左 端 变 成 (wz, y), 再 通过 坐标 变换 1 把 (zw, y) 变 成 P'(w', y)， 

也 就 是 存在 一 个 直角 坐标 变换 = 垃 把 (II1) 的 左 端 变 成 Y'(w， 

8) 变换 的 过 程 ,如 下 图 所 示 . 


@ 直角 华 标 变换 友 的 道 变换 常 记 做 万 5 它 也 是 一 个 直角 坐标 变换 ， 连 续 施 行 
两 次 直角 坐标 变换 生 与 4 称 为 两 坐标 变换 之 积 , 其 结果 相当 于 施行 菜 一 直角 坐标 变 
换 妇 ， 并 记 修 如 一 纪 在 。 这 从 几何 上 看 是 很 明显 的 ， 如 果 连 续 施 行 的 两 次 直角 党 标 变 
换 分 别 为 

TN" COS C1 ~— I SIn al 十 21， 
{yw sin oe 4 oon on 
1 人 一 入， C08 ao 一 2 Hin Qo ma, 
11 = 和 Sin Ca 十 2 CO Go -十 172， 
那么 由 这 两 变换 公 丈 得 
T= COS (A102) 一 Sin (QI -03 + (3 CO 1 一 各 Sin CT 十 1 ) 
1 v"" Sin (ad 十 oo) FY cos(al 二 oa) + (V2 5in ad 十 有 cosal 十 扩 ) ， 


显然 ,这 仍然 是 一 个 直角 坐标 变换 、 
旧 230 和 


Pts) F' (8) 

~ ,7 A , 

t,、 . Fd fo til 
(1) 


因此 , 根据 前 面 已 证 明 的 , 当 通 过 直角 坐标 变换 所 把 下 (w, 9) 
过 成 (二 的 左 端 时 羡 1 不 变 , 所 以 有 
人 :1 一 
击 需 过 直角 溪村 莹 换 丰 一 基 存 所 CD 的 大 i 这 为 (ww ，Y) 时 ， 
又 有 
KI=K, 
所 以 1 一 长 1， 
冠 理 证 毕 ， 
2%， 应 用 不 变量 化 简 二 次 曲线 的 方程 
在 定理 5.6.1 中 已 经 指出 ， 任 何 一 个 二 次 曲线 的 方程 总 可 以 
化 成 三 个 简化 方程 (I,，(I1)，(1ID) 中 的 一 个 在 这 里 我 们 将 应 用 
并 次 曲线 的 三 个 不 变量 ，Js，J 与 一 个 半 不 变量 KK1 来 化 简 二 
次 曲线 的 方程 。， 这 种 方法 可 以 不 必 求 出 具体 的 坐标 变换 公式 ， 只 
要 计算 一 下 这 些 不 变量 与 半 不 变量 就 可 以 决定 二 次 曲线 的 简化 方 
程 , 从 而 可 以 写 出 它 的 标准 方程 ， 现 在 我 们 仍然 分 中 心 曲线 、 无 心 


里 线 与 线 心 曲线 三 种 情况 来 讨论 ， _ 
1° 中 心 曲 线 这 时 1s 到 0, 它 的 简化 万 程 为 
(I) 0112 any + 3s=0, 


因此 我 们 有 Ti= 11 Was = 11, 
a 0| 
1»= ] 一 4J102o 一 了 3 
0 Wo2 | 


根据 一 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 知道 ,wli 与 ci 是 特征 方程 
/ 237 。 


一 了 入 十 了 一 台 
的 两 根 , 妈 ci 一 Xe 一 )a 分 别 是 二 次 曲线 的 特征 根 ， 


其 次 又 有 
11 0 0 
， Ls 一 | DO Coa 0 1 一- 0110900 -一 了 Ga ， 

0 0 as 

而 了 3 一 15， 

所 以 Gas 一 3 

~ 
这 样 我 们 就 得 到 ， 


定理 5.7.3 如 果 二 次 曲线 (1) 是 中 心 烛 线 , 那么 它 的 简化 万 
程 为 


ja2 二)aga 二 -和 一 0 


et 


二 0， (5.7-1) 


其 中 入， 和 是 二 次 曲线 特征 方程 的 两 个 根 (方程 中 的 撤 号 已 路 
法 ). 


例 上 上 求 二 次 曲线 


De — 62y 二 50 一 6 2w%+2Yv 2y—4~0 
的 简化 方程 与 标准 方程. 


解 因为 


而 特征 方程 和 2 一 10% 十 16 一 0 的 两 根 为 
M=2,， Ms=8, 
所 以 曲线 的 简化 方程 ( 略 去 撤 号 ) 为 ， 
222 十 8 一 8 一 0， 
曲线 的 标准 方程 ( 略 去 撤 号 ) 为 


oo 


3” 无 心 曲线 这 时 人 一 
i2 


7 或 J 一 0, 7s 天 0( 见 85.2 
习题 7), 它 的 简化 方程 为 
(II) po + Dai1aw’ = 0, 
因此 我 们 有 11= 2 = 1, 
0 0 als 
Ts=|0 a 0|=—g203™—1 1013, 
las 0 0 
而 太一 Ta 
所 以 
W13 = 4/ 人 
因此 有 


定理 5.7.4 如果 二 次 曲线 (1) 是 无 心 曲线 ,那么 它 的 简化 广 
程 为 


Ty +2 一- 00. .5.72) 
这 里 的 正 负 导 可 以 任意 选取 (方程 中 的 撤 号 已 略 涛 )。 
例 2 求 二 次 曲线 


0 — 2 + 10%—6y+25=0 
的 简化 方程 与 标准 方程 ， 


.239。 


7 | 工 = 填 。 
2 1 1 ,7 
| 1 -1 -5 
Is=I-1 1 -3|=--64. 
5 _3 25 


“。 有 划 线 的 简化 方程 ( 略 去 撤 号 ) 为 
2 2/32x=0 或 2y?+2V322 一 0, 


它 的 标准 方程 ( 略 去 撤 号 ) 为 
y=4MV32% 或 P= 一 4V2z, 


曲线 是 一 条 抛物 线 . 
3° 线 心 曲 线 这 时 代 = 人 = 或 T=J3=0( 见 $5.2 习 
Wi Waa Wo3 
题 7), 它 的 简化 方程 为 
(II) oy ?+ a =0, 
因此 我 们 有 1 = 090 = 
ki=, 二 | 一 022033 一 了 了 1038， 
:+ | 0 oo 0 gt | 22033 1X3 
酒 1 一 下 1 
， ;A 
所 以 3 
因此 有 有 
定理 9.7.5 如 果 二 次 曲线 (1) 是 线 心 曲 线 ， 那么 它 的 简化 方 
程 为 
Ty E10 (5.7-3) 
了 
(万 程 中 的 撒 号 已 略 去 ). 


从 (5.7-1)，〈5.7-2) 与 (5.7-8) 我 们 又 可 以 得 到 
* LSO。 


定理 5.7.6 ”如果 给 出 了 二 次 曲线 (1), 那么 用 它 的 不 变量 与 
半 不 变量 来 判断 已 知 曲线 为 何 种 曲线 的 条 件 是 : 


[1] 椭圆 Ts>>0, 万 万 一 0; 

[2] 虚 椭 圆 :70， 万 7 万 >0， 

[3] 点 (或 称 一 对 交 于 实 点 的 共 斩 虚 直线 ), Is>0, T=0; 

[4] 双 曲 线 ; 7 一 0，7a 关 0 

[51 一 对 相交 真 线 ; 1 <0, J=0，; 

[6] 抛物 线 . T=0, 7 六 

.7 一 对 平行 直线 : [=J 一 0, Ki1<0. 

[8] 一 对 平行 的 虚 直 线 ; Is 二 J=0, Kj>>0， 

[9j 一 对 重合 的 直线 ; =J= 玉 ==0. 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 5.6.2 十 分 类 似 ， 它 的 证 明 留 给 读 
者 ， 

推论 二 次 曲线 (1) 表 示 两 条 直线 ( 实 的 或 虚 的 ， 个 同 的 或 重 

合 的 ) 的 充 要 条 件 为 I=0. 


站 题 


利用 未 变 央 与 半 不 变量 , 判断 下 列 二 次 曲线 为 何 各 曲线, 并 求 出 它 的 
简化 方程 与 标准 方程 

(1) s+6ry+y +6r+2y—1=0: 

(2) 372 -200 二 30 十 42 十 4 一 4 一 0， 

(3) 太一 4zy 十 302 二 27 一 2 一 (0， 

(4) 人 一 4 二 42 上 +T27 一 2 一 1 一 0: 

(5) 22 一 22y 十 202 一 和 2 一 6y 二 29 一 0， 

(6) VI+VY=Va: 

(7) T+2r7Yy+ T2724=0: 

C8) dr — 4ryty ?+12r -6yt9=0 

2， 当 大 取 何 值 时 , 方程 


入 十 4 十 太一 修一 2 一 3 一 0 


041 


表示 两 条 宣 线 ? 
3. 按 实数 的 值 讨论 方程 
0 一 220 + M27+ YTF6=0 
表示 什么 曲线 ? 
人生， 设 
4412 十 2a1329 十 Gas 二 2419% 十 2433y 十 Ga8==0 
表示 两 条 平行 实 线 , 证 明 这 两 条 直线 之 间 的 距离 是 
_/_ 4Ak1 
1 


5，1 式 证 方程 
cj122 十 30013270 十 dog 十 2a137 十 3233 十 as 一 0 
确定 一 个 实 圆 必须 上 且 只 须 =41，, ls<0. 
6.， 试 证 如 果 二 次 曲线 的 五 =0, 那么 1 二 0. 
7 了 7， 试 证 如 果 二 次 曲线 的 12 二 0，7s 玫 0, 那么 瑟 下 0, 而且 11la <<0, 


结 束 语 

这 一 章 , 我 们 从 研究 直线 与 一 般 二 次 曲 放 的 相交 问题 入 手 , 展 
开 了 一 般 二 次 曲线 的 几何 理论 的 研究 ， 讨 论 了 一 般 二 次 曲线 的 渐 
近 方 问 、 中 心 、 渐 近 线 、 切 线 、 直 径 与 主 直径 等 重要 概念 与 它们 的 性 
质 ， 也 导出 了 二 次 曲线 按 不 同 角度 的 分 类 ， 例 如 按 渐 近 方 向 的 分 
类 与 按 中 心 的 分 类 ， 我 们 也 讨论 了 一 般 二 次 曲线 的 代数 理论 , 这 
职 是 从 坐标 变换 开始 介绍 了 一 般 二 次 曲线 方程 的 化 简 与 判别 等 问 
题 . 符 别 地 , 我 们 利用 了 二 次 基线 的 主 直径 为 新 坐标 轴 作 坐标 变 
换 来 化 简 一 般 二 次 曲线 的 方程 ， 从 而 使 二 次 曲线 的 几何 理论 与 代 
数理 论 自 然 地 联系 在 一 起 ， 使 得 一 般 二 次 曲线 方程 的 化 简 ， 作 图 
以 及 根据 二 次 曲线 标准 方程 的 度 旱 分 类 也 就 比较 简捷 地 一 起 完成 
了 . 

平面 上 的 二 次 曲线 的 理论 与 空间 的 二 次 则 而 的 理论 有 闭 十 分 
相似 的 地 方 , 而 平 奋 的 情侣 毕 竞 要 比 空间 的 情况 简单 得 多 , 因此 我 
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们 先 对 一 般 二 次 曲线 的 理论 有 了 比较 深入 的 了 解 后 ， 再 进一步 学 
习 空间 的 一 般 二 次 曲面 的 理论 将 不 会 感到 费力 ， 而 它 只 是 一 种 自 
然 的 推广 . 

这 一 章 中 ， 提 出 了 二 次 曲线 在 直角 坐标 变换 下 的 “不 变量 ”这 
一 十 分 重要 的 概念 我 们 知道 , 解析 几何 的 主要 目的 是 通过 曲线 
的 方程 来 研究 曲线 的 几何 性 质 , 而 从 定理 5.7.6 知 , 由 二 次 曲线 广 
程 的 系数 所 构成 的 不 变量 ，Js，1s 以 及 Ki 完全 可 以 刻 划 二 次 
曲线 的 形状 与 大 小 ， 因 此 研究 二 次 曲线 的 不 变量 也 就 成 为 解析 几 
何 的 一 个 十 分 重要 的 中 心 问题 ， 在 这 样 的 意义 下 , 不 变量 也 最 能 
深刻 地 反映 方程 与 曲线 的 关系 ， 它 也 把 我 们 对 形 数 结合 的 问题 提 
高 到 一 个 新 的 认识 . 
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第 六 章 ”二 次 曲面 的 一 般 理论 


在 空间 , 由 三 元 二 次 方程 
QD + ood + gge: 二 244992Y 十 2alis0g 十 20s802 十 20340 
二 20924y 二 208a% 十 44 二 0 | (1) 
所 表示 的 曲面 叫做 二 次 曲面 、 
在 这 一 章 中 ， 我 们 将 在 第 四 章 讨论 各 种 二 次 曲面 的 标准 方程 
的 基础 上 ,在 直角 坐标 系 下 , 进一步 讨论 一 般 二 次 曲面 (1) ,讨论 的 
步骤 和 方法 几乎 与 上 一 草 完 全 一 致 .和 上 一 章 一 样 ,我 们 先 在 空间 
引进 虚 元 系 , 把 有 序 三 复数 组 叫做 空间 复 点 的 坐标 , 如 果 三 坐标 全 
是 实数 ,那么 它 对 应 的 点 是 实 点 , 宪 则 并 做 虚 点 ， 有 关 复 元 素 的 内 
答 , 可 以 由 平面 上 直接 推广 到 空间 中 来 ,在 这 里 我 们 不 准备 叙述 本， 
在 这 里 我 们 也 只 讨论 二 次 曲面 的 方程 是 实 系数 的 情况 。 为 了 
今后 讨论 的 方便 ,我 们 引进 一 些 记 号 如 下 ; 
LU 2 AT + ao ase + 20I9TY 十 201802 
十 2a28Yy2 十 2014X 十 2094Y 十 20842 十 Wg， 
Fi(w, Yy, $) auvt+ Aany + a t+ ouad, z 
For, Y, %) =019% -+ oay 十 Cosz 十 Coa， 
fs(t, Y, %)0i8% + G98Y + Wea ss, 
Fa(w, Y, %) 0 + Waay + Vasa% -ag, 
DW, Yy, £) 0 十 Casg2 + Wear 十 201i300 
十 2013T2 十 2Q98Y%， 


QD 为 了 便于 记忆 可 借用 偏 导 数 的 记号 ; Fi {x,y， 2) 一 二 P(t, Yy, 3) Polw, Y,8) 


1 ， 1 
一 本 go Y, 2), Hgly, y, &) tz(, 4， 2 。 
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Dv, Y, 2 下 611 十 0iog 十 943 OD 
Daw, Y, £) 王 0190 十 Gasy 十 Cas2， 
Daw, Y, %) E08t Vgay + Tes, 
Dy (vw, Y, 2) =014% 十 Caod4 + W342, 
这 样 ,我 们 还 有 下 面 的 两 个 恒等式 
Fv, y, ¢)=rF (rv, y, 2 FYIFa(w, Yy, 2) 十 ZEFg(CO，21 %) 
+ Fa(w, Yy, %), 
Dz, y, 2) 2Bi (x, y, $yBols, y, 2) eBDglw, Yy, 2),  ， 
我 们 把 (zx, y, z) 的 系数 排 成 的 矩阵 


Wi1 Wig Wis Wi4 
W192 {Wag Has Wa4d 
Wi8 Was Qas aa 


Wig Woa C34 Wat 


叫做 二 次 曲面 ( 芒 的 拒 阵 [或 称 tc2g 2 的 矩阵 ]， 而 由 (wy, 2) 
的 系数 所 排 成 的 矩阵 

Wi Wig CH8 

4 一 | Qs Cas os 

Wi3 Wo3 Ws33 
叫做 于 (x, wy, 2) 的 矩 件 ， 显 然 ， 二 次 曲面 (四 的 矩阵 4 的 第 一 ， 
第 二 ， 第 三 与 第 四 行 的 元 案 分 别 是 所 (vw, yy, 2%), Fo(w, y, 2)， 
Fa(r, 0 2) 与 (vw, 0 %) 的 系数 . 

最 后 我 们 还 要 引进 几 个 今后 常用 的 记号 ; 


T= 011 + da Weg, 


让 


人 9， Y, 8) 一 可 


1 。 
可 人 (2Z，2 2 ， 


1 
Dr, Ys 助人 2 二 一 到 Oo YD Pols y, Ww 


AD， 


| Wag U23 


| Was Ws88 


Qi1 Wi9 W141 


Ts = 


W232 Wag [13 Was 


Wi1 Wa WW Wi 
Clt Wa W113 


Ts = Wi2 Waa Wasi, 《4 一 EF 


Wi3 Wa3 Ws8 


CT Wi4 ] 392 Waa Qs33 Wa4 
k 二 一 十 pF 
Wia4g Wad Wo4 Wa4 Wa4 Uad 
CT Cia Wia Wi Wis Wi14 Maa Qa8 oa 


KkK 3019 Way Cod | 十 |wtg Csa Cas4ij 十 |10o38 Wa8 Wasl. 


di4 Coed Ws4 Qi4 C34 Wa Wa4 Ws34 Wad 


这 里 的 五 是 和 矩阵 4 的 主 对 角 元 素 的 和 , 7 是 矩阵 4* 的 二 阶 

子 式 的 和 , I 是 矩阵 4* 的 行列 式 ， 是 矩阵 4 的 行列 式 , Ks 
四 = 项 是 的 三 项 添加 上 两 条 “ 边 ” 而 成 的 三 个 二 阶 行列 式 , 下， 
的 三 项 是 Za 的 三 项 的 三 个 二 阶 行列 式 添 加 上 两 条 “ 边 ” 而 成 的 三 
个 三 阶 行列 式 , 以 上 添加 上 两 条 “ 边 * 的 元 下 是 矩阵 4 中 的 第 四 行 
与 第 四 列 的 对 应 元 素 ， 换 句 话 说 , 用 一 阶 行列 式 


Qt: Wi4 Co | Wa aa | Ge | 
Wl14 Ca4| 24 Wa4 4a4 Qa4 | 
分 别 代替 1 中 的 cr，asas，ass， 了 就 由 五 得 到 太 1, 而 用 三 阶 行列 式 
QT 013 CH4 [oil Qi3! Wi4| Gas as| Co 


Cs ae) Qe4), 0 Gas) tes|, a8 Qasl ao4 


(14 Wa4 Wad [aaa W834 Wa4 Wa4 ga4 Wa4 
分 别 代 替 zs 中 的 
Co3 Lag 


| Wil1 Wig | | (V11 qss 
{ 13 go | pm Qs3. 
就 由 19 得 到 太 ，. 
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$ 6.1 二 次 曲面 与 直线 的 相关 位 置 
设 空 间 二 次 曲面 的 方程 与 直线 的 方程 分 别 为 
Fa (%, 21/， ZX ) 三 Qi 十 Coast 十 Gaa2 十 201o24/ 十 20H3502 


十 202ayz 十 2a140 十 20s401 十 20si -二 aas 一 0。 (1) 
jzo It, | 
与 : z y=yot+Yt, | (2) 
Z 一 加 十 LA1 


现在 来 讨论 它们 的 交点 .把 (2) 式 代入 (1) 经 过 整理 得 
DR, FY, ZE+2LTF (ro, yo, Lo) +Y Fo(rvo, Yo, Yo) 
+Z Fslvo, Yo, ro)]t+F (wo, Yo, so) 一 0. (3) 
根据 方程 人 3) 的 系数 的 各 种 不 同情 况 来 确定 直线 (2) 与 二 次 曲面 
(也 相交 的 各 种 情况 如 下 : 
1. B(X, 了 ,ZZ)*0。 这 时 方程 (3) 是 一 个 关于 二 的 二 次 方 
程 , 它 的 判别 式 为 
A=[XFi(wo, Yo, 20) 十 了 Fa(zo， Yo, 3) 十 Gaskzo，g%o， 3)]。 
~ DX, YF, Z)F (vo, Yo, 20). 
1”4>>0, 这 时 方程 (3) 有 两 个 不 同 的 实 根 , 因此 直线 (2) 与 二 
次 曲面 (1) 有 两 个 不 同 的 实 交点 ， 
2”4=0, 方程 (3) 有 二 重 根 , 这 时 直线 (2) 与 二 次 曲 商 (1) 有 
两 个 相互 重合 的 实 交 太 ， 
3”4<0, 方 程 (38) 有 一 对 共 轿 的 虚 根 ， 因 此 直线 (2) 与 二 次 曲 
面 ( 了 没有 实 交 点 ,而 有 一 对 共 f 的 虚 交 点. 
从 上 看 出 , 当 B( 肝 ,了 ,2 ) 了 0 时 ,直线 (2) 与 二 次 曲面 (1 总 
有 了 商 个 交点 (两 不 同 实 的 ,两 重合 实 的 或 一 对 共 斩 虚 的 )， 
2. B(X, 了 , 2Z) 一 0. 这 时 也 有 三 种 情况 : 
1° XFi(mo, yo, zo) + Y Fy(wo, Yo, i0) +ZFal\wo, yo, 20) 0, 
”XI 。， 


这 时 方程 (38 是 关于 二 的 一 次 方程 , 它 有 唯一 的 实 根 , 因此 这 时 直 
线 (2) 与 二 次 曲面 (1 有 了 唯 一 的 一 个 交 拟 . 

2° Fi(vo, Yo, zo) +Y Fa(wo, Yo, so) 十 GBFa(zo， yo, 20) 一 0， 
而 (wo, yo, 20) 天 0。 这 时 (83) 是 一 个 矛盾 方程 ,无 解 ,因此 这 时 直 
线 (2) 与 二 次 曲面 (也 没有 交点 , 

3” Fi(wo, yo, 20) 十 了 (xzo， yo zo) 十 Ga(zo，Wo， 为 ) 一 
有 co， Yo, #0) 一 0. 这 时 方程 (3) 成 为 一 个 恒等式 ， t; 取 任 何 值 都 能 
满足 它 ,所 以 直线 (2) 上 的 任何 点 都 在 二 次 曲 闸 (1) 上 ,也 就 是 整 条 
直线 属于 二 次 曲面 . 


96.2 二 次 曲面 的 渐 近 方向 与 中 心 
二 次 曲面 的 渐 近 方向 
ue 2.1 满足 条 件 TF( 了 ,了 了 , 外 =0 的 方向 下 :了 了 :2 叫 
做 二 次 曲面 的 渐 近 方向 ,否则 叫做 非 渐 近 方向 ， 
根据 这 个 定义 ,从 8&6.1 中 立刻 知道 , 如 果 给 定 二 次 曲面 
Fv, Yy, ¢) E07 + G90? + Cees 201000 + 2018m% 
十 2aoay2z 十 20140 十 2co54/ 十 20842 十 4 二 0, (1) 


Z 一 020 十 入 志 
er (2) 
2 一 20 十 Zi 
那么 当 驰 : 耿 :2 为 曲面 (1) 的 非 渐 近 方向 时 , 直线 (2) 与 曲面 (1) 总 
有 两 个 交点 ; 当下 :了 :2 为 曲 曾 (的 渐 近 方向 时 , 直线 (2) 与 曲面 

(1) 或 者 只 有 一 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 整 条 直线 在 曲面 上 . 
现在 我 们 考虑 通过 任意 给 定 的 点 (zo, yo, 0) 且 以 曲面 (1) 的 

任意 渐 近 方向 节 : 了 :Z 为 方向 的 直线 (2), 因为 渐 近 方向 于 :了 了: 

满足 条 件 

*° 2048 。 


三 专线 


BX, 六 从 一 0 
所 以 过 点 (zo, Wyo, zo) 且 以 渐 近 方向 卫 :Y 了 :2 为 方向 的 一 切 直线 上 
的 点 的 轨迹 是 曲 元 


D(z— zo, 4 — Yo, 2 一 20) 一 0， 


Qil(2 一 09)3 十 Cas(o — Yo) aoa (2 20) 
+20g19(%— v0) (Y — Yo) +2013(%— 0) (4 —%0) 
+20g28(Y — Yo) (2—¢0) =0, 
这 耕 一 个 天 于 % 一 wo, Y 一 yo, z 一 ?60 的 二 次 齐 次 方程 , 所 以 它 是 一 
个 以 (wo,，yo， #0) 为 顶点 的 锥 而 , 锥 而 上 每 一 条 母线 的 方向 ,都 是 二 
次 曲 曾 的 渐 近 方向 ， 显 然 , 过 锥 而 顶点 的 非 母 线 的 方向 都 是 二 次 
由 外 的 非 浙 近 方 问 ， 
2%， 二 次 曲面 的 中 心 
与 二 次 曲线 的 情形 一 样 ， 我 们 也 把 以 非 渐 近 方向 为 方向 的 直 
线 与 二 次 曲面 的 两 个 交点 所 决定 的 线段 叫做 二 次 曲面 的 纹 ， 也 与 
二 次 曲线 的 中 心 的 定义 相仿 ,给 出 二 次 曲面 中 心 的 定义 如 下 ， 
定义 6.2.2 如 果 点 C 是 二 次 曲面 的 通过 它 的 所 有 弦 的 中 点 
(因而 C 是 二 次 曲面 的 对 称 中 心 ), 那么 点 O 叫做 二 次 曲面 的 中 
同样 地 ,读者 订 以 仿照 定理 5.2.1 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 6.2.1 点 Clwo, yo, zo) 是 二 次 曲面 (1) 的 中 心 , 其 充 要 
条 件 是 
F(xo, Yo, $0) 三 Gili0o 十 iato 十 Qiazo 十 ad 一 0， 
Fy(wo, Yo, 0) 兰 Gia20 十 Vayo astot G24 = 0, (6.2-1) 
Fs(wo, Yo, 2%0) E018T0+ GosYot waszo 十 Cos 一 0. 


推论 ”坐标 原点 是 二 次 曲面 的 中 心 ， 其 充 要 条 件 是 曲面 方程 
星 不 食 zy 与 z 的 一 次 项 。 
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因此 二 次 曲面 的 中 心 坐 标 , 是 由 下 列 方程 组 
li(w, Y, ET Qi19Y 十 W132 + 014=0, 
Fal%, Yy, 2) 01t + dooYy 十 Casg 十 God 一 必 ， (6.2-2) 
Fa(w, Y, 2) t+ ay + wasz + ts = 0 


决定 ,方程 组 (6.2-2) 叫 做 二 次 曲面 (1) 的 中 心 方程 组 ， 
根据 线性 方程 组 (6.2-2) 的 系数 矩阵 4 与 增 广 和 矩阵 8 


Cil Ci4a3 W138 di Ca 048 014 
4 -| Ci13 Wag Wa3 | B 上 Ca3 Wea8 2 
W188 Wo8 WW33 Qi8 a8 Uas ss 
的 秩 7 与 县 ,我们 有 / 
1 7 一 此 3, 这 时 方程 组 的 系数 行列 式 
CI11 W123 W118 


ls= | Us Uas| 汉人， 


W113 《3 Was 
方程 组 有 唯一 解 ,二 次 曲面 (1) 有 唯一 中 心 ， 

2° 7 一 RR 一 2, (6.2-2) 有 无 数 多 解 ,这 些 解 可 用 一 个 参数 来 线 
性 表示 .因此 , 这 时 二 次 曲面 (1) 有 无 数 多 中 心 , 这 些 中 心 构成 一 
条 直线 ， 

3” 7 一 R=1, (6.2-2) 有 无 数 多 解 , 这些 解 可 以 用 两 个 参数 来 
线性 表示 , 所 以 这 时 二 次 介面 (也 有 无 数 多 中 心 , 这 些 中 心 构 成 一 
个 平面 . 

4 7 和 关 R, (6.2-2) 无 解 ,这 时 二 次 曲面 (1) 无 中 心 . 

定义 6.2.3 有 唯一 中 心 的 二 次 曲面 叫做 中 心 二 次 曲面 ， 没 
有 中 心 的 二 次 曲面 叫做 无 心 二 次 曲面 ， 有 无 数 中 心 且 构 成 一 条 直 
线 的 二 次 曲面 叫做 线 心 二 次 曲面 ， 而 无 数 中 心 构 成 一 个 平面 的 二 
次 曲面 叫做 面 心 二 痰 曲面 ,二 次 曲面 中 的 无 心 曲 面 , 线 心 曲面 己 面 
”。”@ 见 附 录 $3 线性 方程 组 。 
。 850 。 


心 曲面 笑称 为 非 中 心 二 头 曲 面 . 
推论 ”二 次 曲面 \ 刷 成 为 中 心 二 次 盟 面 的 充 要 条 件 为 了 关 0， 
成 为 非 中 心 二 次 曲面 的 充 要 条 件 为 7a=0. 


例 1 椭 球 面 握 十 和 十 与-~1 与 双 曲 面 握 十 姑 


黎 - 邱 -~ 
土 1 的 Js 分别 为 
! 0 0 + 0 0 : 
ww ww 
1 1 : 1 —1 
”3 ?0 Be” 了 10 下 “ Bho 
0 0 0 0 -了 


F(x, y, %) = 0 


“ss 


， Filw 


Paw Y, = 
Fal%, dy; 2) 三 一 0， Fsl%, y， 2 本 一 -本 一 0 
因此 它们 的 中 心 都 是 能 标 原点 (0, 0, 0)。 

例 2 好 物 面 - 写 土 - 寻 一 2 的 


1 
二 0 0 
1s— 1 =0 
0 + 0 
0 0 0 
所 以 抛物 面 为 非 中 心 二 次 曲面 , 它 的 Fa(z, y, = 一 1, 所 以 中 心 
方程 组 有 矛盾 , 因此 抛物 面 为 无 心 二 次 曲面 


例 8 对 于 曲面 多 十 空 一 =0 有 


(10 0 0 

0 1 01=0, 

0 0 1 

所 以 它 是 非 中 心 二 次 曲面 ,但 由 于 F(x, y, z) 三 0, Fs(z, y, 2%) 二 
y,， Fa(w, y, ?) 三 z, 所 以 曲面 有 一 条 中 心 查 线 


1 


所 给 赐 面 为 线 心 左面 实际 上 旭 夯 是 一 个 圆柱 面 ， 中 心 直 线 就 是 
筷 的 对 称 轴 。 
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求 下 列 二 次 曲面 的 中 心 ， 

.2xs+y—2y—1=0; 

,T+ +20y + 0679 — 2ys +27r—6y—22=0, 

T+ 二 2 dry — drs— 4y8 — 3=0: 

. Hz?+9y?+9s3— 12ry— 6x2+12x— 36s=0. 

.dr + +9e— 4ry+ 1l2rs— 6ys+ 8r— 4y+128— 5=0. 

.T+ dy +62+4dry 12r+6y—9=0: 

， 和 2 十 25% 十 982 一 10zy 十 6zz 一 30y — 2x— 2y=0. 

.27°+6y+22 ~2ry+drs 2ys+14r—16y+14s+235=0 | 


OO “人 


6.3 二 次 曲面 的 切线 与 切 平面 

定义 6.3.1 如 果 直 线 与 二 次 曲面 相交 于 两 个 相互 重合 的 
瓜 ， 那 么 这 条 直线 叫做 二 次 曲面 的 切线 ， 那 个 重合 的 交点 叫做 切 
点， 如 有 果 直 线 全 部 在 二 次 曲面 上 ， 这 条 直线 也 叫做 二 次 曲面 的 蕊 
线 , 直线 上 的 每 一 点 都 是 切 点 . 

根据 这 个 定义 ,二 次 曲面 的 直 和 母线 也 是 切线 . 

设 二 次 曲面 为 
.252 。 


Pw, Yy, 2) = ou Wood? + css23 十 201300 十 2C1s02 
+ 209392 + 2010+ 2004/ 十 20842 十 G4 一 0. (1) 
那么 从 $6.1 知道 ,通过 曲面 (1) 上 的 点 (ze, go, zo) 的 直线 
2 一 20 十 全 志 
y=yot Yt, (2) 
Zo Lt, 轩 
汪 曲 而 (了 相交 于 两 个 重合 的 点 的 充 要 条 件 是 
DX, Y, 2)#A0, 
KFi(ro, Yo, 20) T+Y Fa(ro, Yo, 0) + ZFPs(ro, Yo, 2o) 一 0 
而 直线 (2) 整个 属于 曲面 (1) 的 充 要 条 件 是 
DX, FF, 2Z)=0, 
FFi(ro, Yo, to) + PF,(vo, yo, 20) + ZFalzo, Yo, Zo) =—0, 
把 上 面 的 两 种 情形 统一 起 来 ,我 们 有 : 通过 曲面 (世上 的 尽 
(ao ye， 20) 的 直线 (2) 成 为 曲面 在 这 个 点 处 的 切线 的 充 要 条 件 是 
Fi(wo, Yo, zo) + YF,(vo, Yo, zo0) + ZF svo, yo, %0) =0, (3) 
因此 通过 曲面 (1 上 的 点 (%o, yo, xo), 县 以 满足 条 件 (3) 的 矢 
量 { 卫 , 了, 2 为 方向 矢量 的 直线 都 是 二 次 曲面 \ 蕊 的 切线 ， 
条 件 (3) 可 能 出 现 两 种 情形 : 
1° F(zo, Yo, ¢0), Fa(%o, Yo, 20), F's(wo, yo， 20) 不 全 为 零 。 
由 (2) 得 
XY:Z~= (2— 0):(Y— Yo): (2— 20), 
代入 (3) 得 
(一 Zo) Fi(%o, Yo, Zo) + (yy —Yo)F a (wo, Yo, 20) 
二 (2—20) Fs(vo, Yo, 50) 一 0， (6.8-1) 
这 是 一 个 三 元 -次 方程 ,因此 通过 曲面 (世上 的 点 (ze， Yo, 20) 的 一 
切切 线 上 的 点 构成 一 个 平面 (6.3-1)。， 
定义 6.3.2 二 次 曲面 在 一 所 处 的 一 切切 线 上 的 反 构 成 的 平 
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王 叫 做 二 次 曲面 的 翅 平 夯 , 这 一 点 叫做 切 点 . 
2 Fi(vo, yo, 20)， 了 (Wo，Yo，20)， 了 sa(To，Yo，20) 全 为 零 这 
时 (8) 成 为 恒等式 , 它 被 任何 的 方向 全: 了 :2 所 满足 ， 因 此 通过 点 
(wo, Yo, z0) 的 任何 一 条 直线 都 是 二 次 曲面 (1) 的 切线 ， 
定义 6.3.8 二 次 曲面 (1) 上 满足 条 件 ' 
Fi(wo, Yo, 20).= Fa(vo, Yo, ¢0) = Fa(wo, Yo, ro) =0 
的 扣 (wo Yo, zo) 叫做 二 次 曲面 (了 的 奇异 点 ， 简 称奇 点 ， 二 次 曲面 
的 非 奇 异 点 叫做 二 次 曲面 的 正常 点 . | 
定理 6.3.1 如 果 (wo, yo, zo) 是 二 次 曲面 (1 的 正常 点 ,那么 
曲面 在 点 (wo, yo 20) 处 存在 唯一 的 切 平面 , 它 的 方程 是 (6.3-1)， 
利用 恒等式 | 
Fw, y, 2) Fy, y, 2 FYyFa(s, y, 2) 
+zFa(w, y, 2) + Fw, y, %) 
还 可 以 把 (6.3-1) 改 写成 
whi (ro, Yo, Zo) + YFa(To, Wo, 20) + FalTo, Yo, Yo) 
+ Flwo, Yo, 20) 一 0. (6.8--2) 
推论 ”如果 (wo, go, zo) 是 二 次 曲面 (了 的 正常 点 那么 在 
(wo, Yo，20) 处 曲面 的 切 平面 方程 是 
| ttov+ oagoty 十 Gasz0z + ia (To + va) 
十 bag(2o& 十 io) 十 0as(2goz 十 gzo) + tia (T+ vo) 
十 Gak(g 十 9o) 十 Cai( 2 十 如) 十 0 一 0. (6.3-3) 
例 求 二 次 曲面 
Pl(y, Y, 2 ) 三 V2 十 人 六 十 2 一 449 一 482z 一 4yz 十 2% 
十 2y 十 22 十 18 二 0 
在 氮 (1 2, 3) 的 切 平面 方程 . 
解法 一 ”因为 了 (1 2, 3) =1-+4-+-9--8-12-244+9+4+41+6 
二 18 一 0, 所 以 点 (1 2，3) 在 二 次 曲面 上 ， 又 因为 
。 204。 
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Fi(w, y, 2 一 2 一 2 一 2 十 十， 
Folw, 1 2 一 一 20 十 0 一 22 十 寺 ， 
Felw, 12) 一 一 20 一 2 十 2 十 寺 ， 
所 以 Fi(1, 2, 3)=—8, Fs(1, 2, 3)=—8, 
| Fs(l1, 2, 3) 一 一 2 
这 说 明 点 (1 2, 3) 是 已 知 曲面 上 的 正常 点 , 根据 公式 (6.3-1) 得 
曲面 在 氮 (1 2, 3) 处 的 切 平面 方程 为 
一 8(z 一 1 一 5(y 一 2) 一 2(02 一 3) 一 0， 
即 37+ 6rd-2¢— 24=0, 
解法 二 ”由 解法 一 知 (1, 2， 33) 是 已 知 曲面 上 的 正常 点 ， 所 以 
根据 公式 (6:3-3) 得 所 求 切 平 面 的 方程 是 l 
zw 十 2y 十 3z 一 2(20 十 人 一 2(3z 十 人 一 2(3y 十 22) 
(tt+t1)+ (y+2) 二 (z+3) 十 18=0, 
Eh 8t+5y-+22— 24=0. 


习 题 
i1. 验证 点 (1， 一 2 1) 是 二 次 曲 而 
vny+ rtdys -rtytst+12=0 
上 的 正常 点 ; 并 求 出 通过 这 一 点 的 切 平 面 方 程 . 
2. 试 检 验 下 列 二 I, 哪些 没有 , 如 有 求 出 这 些 育 点 来 ， 


(1)》 5232+ — a2=1 (2) 023 十 202 一 52 一 0， 
(3) 三 一 妨 一 25; (4) 7z* ~ =0; 
=0. / 


.证 明 二 次 锥 面 gz? 二 YP 十 c= 二 0 上 任意 一 点 的 切 平面 通过 原点 ,， 
和 ,证 上 明 通 过 单 叶 双 曲 面 上 两 条 相交 直 母 线 的 半 和 面 是 以 交点 为 切 点 的 单 
叶 双 曲 曾 的 切 平面 . 


5 求 出 平面 下 十 吊 十 W 一 4 0 成 为 椭 球 而 写 -十 生 十 -所 =1 的 切 平 
面 的 充 要 条 件 。 
°. 00 。. 


6. 证 明 平 面 3rz 上 TY 一 9 一 28=0 与 二 次 曲面 史 +20 二 6zs 十 4 十 29 一 
4 上 23 一 0 相 切 , 并 且 求 出 切 点 坐标 

7， 求 通过 直线 开 一 人 -一 全 ~ 而 且 与 曲面 422 十 6y2 二 4462 十 42z 一 2 
一 4z 十 3 二 0 相 雪 的 平面 ， 

8， 求 通过 举 标 原点 , 与 曲面 ?一 2ys 一 2y+ 各 一 3=0 相 切 而 且 与 直线 
了 一 一 女 ~ 二 相交 的 直线 方程 


9. 已 知 基 一 切线 的 方向 是 1:2:2, 试 求 二 次 曲面 x? 一 3y2 十 22 一 2 二 0 上 
有 辣 一 方 问 的 全 部 切线 的 轨迹 ， 


6.4 二 次 曲面 的 径 面 与 奇 向 
象 二 次 曲线 的 直径 一 样 ,现在 我 们 来 讨论 二 次 曲面 


P(r, Yy, 2 三 04402 十 aaao2 十 Caa22 十 20lo20/ 
十 2c1s02 十 20330Z 十 2014 人 十 2Coa47/ 
十 26a42 十 Cd 一 0 (1) 
的 平行 弦 的 中 点 轨迹 ， 
定理 6.4.1 二 次 曲面 一 族 平行 蓄 的 中 点 轨迹 是 一 个 平 而 ， 
证 设 六 :站 :zz 为 二 次 曲面 的 任意 一 个 非 渐 近 方 向 ， 而 (xo， 
Wo， 20) 为 平行 于 方向 : 了 :2 的 任意 弦 的 中 点 ， 那 么 弱 的 方程 可 
以 写成 
2 一 0 十 太志 
y=yot+ Yt, (2) 
“一 20 十 0t 
而 弦 的 两 端点 ,是 由 下 列 二 次 方程 
DX, YY, Z)+ILRF (vo, Yo, zo) + YF,(wo, Yo, zo) 
+ZLFa(wo, go 20)]t+ F(zxo, Yo, zo)=0 
的 两 根 二 与 二 所 决定 , 因为 (x0o, go, 2zo) 为 荡 的 中 点 的 充 要 条 人 御 是 
i+ty=0, 
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即 Fi(wo, yo, 20)+Y Fm0, yo, 20) + ZFs(s0o, Yo, 20) 一 0， 
所 以 把 上 式 的 (xo, go, so) 改写 成 (z， y, 2), 便 得 平行 弦 中 点 的 轨 
迹 方 程 为 
RFi(y, y, s+Y Fy, y, 2 十 GBF y, ¢) =0, (6.4-1) 
即 (mr Gd is 814) + FY (W129% 7 20d gg i 
EAC Gsag++ G34) =0, 
或 (cu 号 十 Ca 了 十 aiaQ t+ (GF 十 Coay 十 CasG )Y 
十 (@is 久 十 Qos? + maaZ)2i (Gu + onaY Taal)=0, 
z 
DR, YF, GeoTGa(Y YF, Z)y+ Bo, Y, 2)% 
+ (三 FY, 2 一 0 (6.4-2) 
因为 下 :了 :2 为 非 渐 近 方 问 ,所 以 有 
BF, Y, ZL)=RB FT, YF, 2) -+rYB (FR, Y, 2Z) 
+2ZB (FT, YF, LZ) #0, 
因此 Bi 这 ,了 , Z), Ba X,Y, 2Z), Be(X,Y, 中 ) 不 全 为 去， 所 
以 《6.4-2) 或 (6.4-1) 为 一 个 三 元 一 次 方程 , 它 代表 一 个 平面 , 
定义 6.4.1 二 次 曲面 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 [就 是 46.4-1) 或 
(6.4-2) 所 代表 的 平面 ] 叫 做 共 斩 于 平行 站 的 径 面 ,而 平行 效 叫 做 
这 个 径 面 的 共 总 纺 ,平行 弦 的 方向 叫做 这 个 径 面 的 共 罗 方 向 . 
从 二 次 曲面 (了 的 径 面 方程 (6.4-1) 容易 看 出 , 如 果 二 次 曲面 
有 中 心 ,那么 它 一 定 在 任何 一 个 径 面 上 ,所 以 有 : 
定理 6.4.2 二 次 曲面 的 任何 径 面 一 定 通 过 它 的 中 心 〈 假 如 
曲面 的 中 心 存在 的 话 ). : 
推论 1 线 心 二 次 曲面 的 任何 名 面 通过 它 的 中 心 线 ，, 
推论 2 耐心 二 次 曲面 的 径 面 与 它 的 中 心平 面 重合 ， 
如 果 方 向 卫 : 了 :8 为 二 次 曲面 (DD) 的 渐 近 方向 ， 那 么 平行 
于 它 的 弦 不 存在 ， 但 如 果 仍 有 鲍 ( 王 , 了 ,， 2), Ba(X, 了， 2)， 
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Bs( 革 ,了 ,2) 不 全 为 零 , 那么 方程 (6.4 2) 仍然 表示 一 个 平面 ,这 
时 为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 这 个 平面 叫做 共 斩 于 渐 近 方向 并 : Y: Z 
的 径 面 。 如 果 
P(X, FY, ET A ， 
D(X, VF, Za -tar TagZ =0, (8) 
PDs, FY, ZL)oms tasr 十 2asG =0, 
那么 方程 (6.4-2) 不 表示 任何 平面 ， 
定义 6.4.2 满足 条 件 (3) 的 渐 近 方向 己 : 了 :2 蚂 做 二 次 曲 
而 人世 的 奇异 方向 , 简称 奇 向 
根据 这 个 定义 ,我 们 立刻 可 以 推出 ， 
定理 6.4.3 二 次 曲面 (1) 有 奇 向 的 充 要 条 件 是 Ts=0, 
推论 中 心 曲 高 而 且 只 有 中 心 曲 商 没 有 奇 问 ， 
”定理 6.4.4 二 次 曲面 的 奇 向 平行 于 它 的 任意 径 面 。 
证 设 二 次 曲面 (也 的 奇 向 为 oY oYo, 那么 
Ca Yo, Zo) = DB Ko, Yo, Zo0) 
一 人 oo: 20) = 0, 
因此 | 
KDR, YF, 2)+YoB, (X,Y, 2) 4 ZB y, 2) 
~ Tolar 0a) +Yo(GuY + drwy -+ ga2) 
+ZolaisT + oa 十 Css ) 
— 人 (GuXoto Totado) +F (G1aX ot asa 0 沾 Wa8Z0) 
A 十 ao 上 as 
一 信人 Xo, Vo, Zo0) 上 了 GT Yo, 20) 
+GGBs(ZEo yo Zo)=0, 
所 以 二 次 曲面 的 奇 向 下 se:7o:2o 平行 于 它 的 任意 径 面 (6. 42)., 
例 1 求 单 叶 双 曲面 - 乞 十 - 舍 -- 与- 一 1 的 径 曾 
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解 因为 单 叶 双 类 而 为 中 心 曲面， 即 Ts 天 0。 所 以 它 没有 奇 
向 , 任 取 方 向 总 :了 :7 


G(X,Y, Z)=E, GX,Y, ,DT 


Bs(X,Y, Z)—— BX, Y, Z)~0, 


所 以 单 叶 双 曲 面 共 思 于 方向 卫 : 了 :2 的 径 面 为 
和 ?+ -so0 
O° C- 
显然 它 通过 曲面 的 中 心 (0, 0, 0). 
例 2 求 相 加 抛物 面 和 十 -和 -一 24 的 径 面 ， 
解 因为 丹 贺 施 物 面 为 无 心 昌 而 17a=0, 所 以 曲面 有 奇 向 
广 0: 了 0o:Lo， 因为 


B (X,Y, 2)= 广 


G(X, 7, 0 
所 以 曲面 的 奇 问 为 XoYo:Zo~=0:0:1, 任 取 非 奇 方向 叉 : Y:2 
那么 因为 又 有 Bs( 环 , 六, 2) 三 一 2, 因此 根据 (6， 2)， 椭 国 扩 物 
面 共 施 于 非 奇 方向 全: 了 :2 的 径 面 为 
ety -2—0, 
显然 它 平 行 于 奇 向 0:0:1, ， 


| 习 题 
1. 求 下 烈 二 次 曲 男 的 奇 向 ; 
(1) 523 十 20 十 3222 一 200 十 203 一 403 一 4 一 尼 十 4 一 0， 
(2) 9 一 出 一 912 十 18z0 一 40yg 一 36 一 0， 
(3) x2+ty+ de + 907y— dr — dys— dr—4dy+8s=0, 
2 求 避 十 2 一 2 一 22g 一 2208 一 298 一 4 红 一 7 二 0 与 方向 1:( 一 1):0 共 思 
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3， 忆 知 一 次 曲 曾 6x9 寺 9 十 下 十 6zy 一 428 一 y 一 3 二 0， 求 平行 于 平面 
5+3y z+5 一 0 的 径 面 和 与 它 所 共 频 的 方向 
4 已 知 二 次 曲面 42 十 6 十 4 十 478 一 8 一 此 十 3 一 求 通过 原点 及 点 
(3，6,，2) 的 径 面 和 与 它 所 共 较 的 方 问 . 
5. 证 明 通 过 中 心 二 次 曲面 中 心 的 任何 平面 都 是 径 面 。| 
6. 求 下 列 三 个 二 次 曲面 的 公共 直径 面 . 
22 二 十 822 一 27 十 一 11=0, 
3y2+4ry— 2rg +6s+5=0, 
6x2—3y:+282+4dry—8rs—4+ 和 一 5 二 0, | 


$6.5 二 次 曲面 的 主 径 面 与 主 方 同 ， 
特征 方程 与 特征 根 
定义 6.5.1 如 果 二 次 曲面 的 径 面 垂直 于 它 所 共 罗 的 方 同 ， 
那么 这 个 径 协 就 叫做 二 次 曲面 的 主 径 面 . 
显然 主 径 面 就 是 二 次 曲面 的 对 称 面 . 
定义 6.5.2 二 次 曲面 主 径 面 的 共 弦 方向 ( 即 莽 直 于 主 径 面 
的 方向 ), 或 者 二 次 曲面 的 奇 向 , 叫做 二 次 曲面 的 主 方向 。 
下 面 我 们 将 介绍 如 何 求 二 次 曲面 的 主 方向 与 主 径 面 . 
设 二 次 曲面 为 : 
Fw, Yy, ¢)=0% + oad + Vag + 20:o0Y 
二 22018T2 二 2008Y? 十 2014 化 
+204y 十 208s2 十 Q44 一 0， (1) 
方向 :了 :2 如 果 是 (了 的 渐 近 方向 ， 那 么 它 成 为 (1) 的 主 方向 的 
条 件 是 
Qu 二 oT +aL 一 0， 
Wiad 十 oo 了 + dagZ =0, (2) 
Ws 十 cgsd 十 cas0 =0 
* .60 。 
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成 立 , 即 龙 ;了 :2 必须 是 (了 ) 的 奇 向 。 一- 一- 

如 果 下 :了 :2 是 (1) 的 非 浙 近 方向 , 那么 它 成 为 (1) 的 主 方向 
的 条 件 是 与 它 的 共 思 径 面 : 

(ail +o +oisZ f+ (gig + oo + aogZ )Y 
十 (gi8 访 十 QagY 十 dQ88C jz 二 (Gua +aarY tasaZ) =0 (3) 
垂直 ,所 以 有 
(aa To +oasL): (G10F + ovoY + a2sZ ) 
:cas 和 十 Casl 十 Cas2) 一 不 :2 ， 

从 而 得 


wa 十 0Qsay 十 as 和 一 和 ， (6.5-1) 
wis 十 Gas】 十 Cr 一 入 LO 
显然 , 如 果 在 (6.5-1) 中 取 和 一 0， 那 么 就 得 到 (2)， 因 此 方向 
天; 上 :2 成 为 二 次 曲直 刷 的 主 方 回 的 充 要 条 件 是 存在 X, 使 得 
(6.5-1) 成 立 ,把 (6.5-1) 改 写成 
(gu NAN) +oY +oZ ~=0, 


a11 十 WioF 十 ia 一 入 广 ， 


ioR 二 (da 一 入 ) 了 -aas 和 一 0， (6.5-2) 
413 具 二 goaT + (gas—NA)ZL=0. 
这 是 一 个 关于 及 ,了 了 ,& 的 齐 次 线性 方程 组 ,因为 下 ,了 ,和 不 能 
全 为 零 , 央 此 


011 一 入 W139 Wi8 


Wia Wag 一 入 Was = 0 (6 ‘ 5-3) 
018 Wo3 C38 一 nh 

Bn : 
一 和 十 DI 和 2 一 J 入 十 To 二 0. (6.5.-4) 


定义 6.5.3 方程 (6.5-3) 或 (6.5-4) 则 做 二 次 曲面 的 特征 方 

程 ,特征 方程 的 根 叫 做 二 次 曲面 的 特征 根 ， 
从 特征 方程 (6.5-3) 或 (6.5-4) 求 得 特征 根 入 , 代入 (6.5-) 或 
.201 。 


〈6.5-2)， 就 可 以 求 出 相应 的 主 方 癌 下: 艺 :G. 容易 看 出 , 当 和 一 9 
时 ， 与 它 相 应 的 主 方 同 为 二 次 曲面 的 奇 向 ; 当 和 过 时 , 与 它 相应 
的 主 方向 为 非 奇 主 方向 ， 将 非 奇 主 方向 茸 : 了 :2 代入 (6.4- 直 或 
(6.4-2) 就 得 共 轿 二 这 个 非 奇 主 方向 的 主 径 徊 . 
例 1 求 二 次 曲 商 | . i 
30° + y+ 3 — 22y — 222— 2y2 4o+14y. dy 38-0 四 


en 
解 ” 这 个 二 次 曲面 的 矩阵 是 。 
i 3 -1 -1 2 
加 J 1 -1 YY 
-1 -1 8 2 
- .2 7 2-28 
I1=3+1+8=7, 
1,= , I 3 ] -2 
3 -1 -1 
ys 一 | 一 革 i -1|=0, 
|-1 -1 3 
一 次 曲面 的 特征 方程 为 
一 入 十 7 一 12X 一 0， 
所 以 特征 ;1 为 / 
四 和 =4 3, 0. 
1 将 A=4 代 入 (6.:5-2) 得 
站- 一 G 一 0， 
| 
-中 -区 一 0， 


解 这 方程 组 得 对 应 于 特征 根 入 =4 的 主 方向 为 
262 。 


KY:Ze1:0: (1), 


将 它 代入 (6， 4-1) 或 (6. 生 2) 并 化 简 得 共 斩 于 这 个 主 方 向 的 主 径 面 
为 
v=0, , 
2。 将 和 =3 代入 (6.5-2) 得 
-了 一 和 =0， 
一 下 一 2 了 一 么 =0， 
一 广 一 了 =0， 
所 以 对 应 于 特征 根 入 3 的 主 方向 为 
/ :YF:ZI=1:(—1):1, 
与 它 共 特 的 主 径 面 为 
一 ?十 2 一 1 一 0 
3” 将 和 =0 代 入 (6.5-2) 得 


3 -FY-Z=0, 
一 及 十 上 一 2 一 0， 
-下 一 了 上 3G 一 0， 
所 以 对 应 于 % 一 0 的 主 方向 为 : 
/ KY:Z=1:2:1, 
这 一 主 方向 为 二 次 曲面 的 奇 向 ， 
例 2 求 二 次 其 面 
/ 200 十 202 十 202 十 9 一 0 
的 主 方向 与 主 径 面 . 
解 ” 这 个 二 次 曲面 的 盾 阵 是 


/19 


1 
0 


OC em 


OO pO 搬 
OD i 


一 


10 1 0 1|1.10 1 | 
1 ui ji1 0 |1 0 | 
DT 1 / 
1= 1 U1 
1 1 0 


T=0, T= = 一 马 ， 


所 以 特征 方程 为 
一 入 十 3 十 2 一 0. 
-从而 (十 1 (一 2) 一 0， 
所 以 X= 1, 1, 2. 
1° 将 入 的 二 重 根 入 = 一 1 代入 (6.5-2) 得 
[+Y +2=0, 
XX+F+Z=0, 
| 
所 以 对 应 于 二 重 特征 根 入 ~ 一 1 的 主 方向 为 平行 于 平面 
和 十 9- 一 
的 一 切 方向 , 因此 过 曲面 的 中 心 (0, 0, 0) 且 秘 站 于 平面 2 十 9 十 % 
一 0 的 一 切 平面 ,都 是 二 次 曲面 的 主 径 面 。 
2” 将 和 一 2 代入 (6.5-2) 得 
_2X HY+Z=0, 
[se 
玉 二 了 Y 了 一 2Z8=0， 
所 如 对 应 于 和 = 2 的 主 方向 为 
XY:Z=1:1:1 


与 它 共 斩 的 主 径 面 为 
2 十 4 十 2 一 0. 
关于 二 次 曲面 的 特征 根 ,有 着 下 面 的 一 些 重要 性 质 . 
定理 6.5.1 二 次 曲面 的 特征 根 都 是 实数 ， 


。 264 。 


证 设 和 为 二 次 曲面 (1) 的 任 一 特征 恨 ， 与 它 相应 的 主 方向 为 
XX: 了 :2, 根据 (6.5-1) 有 
0 上 入 十 Qiey +od ~ AKX, 
Qi3 鼠 十 Cosy 十 oasO 一 和 上， : 《4) 
Qis 信 二 QosY + dgaZ =NZ, 
在 没有 证 明和 一 定 是 实数 之 前 , 我 们 把 与 它 相 应 的 方向 全 :了 : 儿 
写成 复数 形式 @， | 
XT:IZ= 4+: m+m: (ntnd). / 
这 里 包括 了 Ym 一 w'~0 的 情形 , 也 就 是 包括 了 关 : 了 :2 是 实数 
形式 的 情形 ,所 以 (4) 可 写成 
Qu 4) + oa mim + gn 十 风纪 


= (+LG), (8) 
bio(7 十 1) + a (mm + Asa (nt nd) 

一 和 (22 十 922) ， (6) 
is (t+Ii) + os (mE mY + qss(n+n’d) 

一 和 (mn 十 mw. 0 


再 以 互 , 开 ,和 的 共 斩 复 数 四 = 一 让 , 了 =mm’i, ZF=n_—n’'i 
分 别 乘 (5) , (6), (7) 三 式 , 然后 相 加 ,就 得 到 
(P+L?) + go (m+ mm) + gas (mn? +n®) 
+280 Vm + Ym) +26 (In +ln’) +20%8 mn 十 oa 人 人 
一 入 (十 四 十 TW 十 人 十 十 m2). : 
因为 卫 , 了 , 2 不 全 为 零 , 所 以 LV; m, m', n, w 总 不 全 为 堆 , 而 
且 因 为 它们 都 是 实数 ,所 以 从 上 式 可 以 看 出 , 和 一 定 是 实数 ， 因 为 
入 是 二 次 曲面 (了 ) 的 任 一 特征 根 , 所 以 二 次 曲面 (了 ) 的 特征 根 都 是 


D 注意: 入 为 实数 时 , 解 方 程 组 (6.5-1) 或 (6. 5-2) 所 得 对 应 于 入 的 主 方向 
六 :了 :2 仍然 避 以 写成 复数 的 形式 , 例如 入 :了 :==1:3:3, 也 可 以 写成 
与: 了 :2 和 一 (3 二 30 : (44+60): 0+), 


.8 05 。 


实数 ， ”| | 
定理 6.5.2 特征 方程 的 三 个 根 至 少 有 一 个 不 为 零 , 因而 二 


次 曲面 总 有 一 个 非 奇 主 方向 。 
证 ”如果 特征 方程 (6.5-4) 的 三 个 根 全 为 零 , 那么 有 
五 一 aa 十 gas 十 aas 一 0， 
~ 1, tis Wis Wi1 W138 十 Caa Ug3 
Qia Usa Cia was Ua3 a3) 


2 9 2 
“= ViiCaa 十 W11033 + Qs2083 — W129 ~ W183 — W289 一 0, 
Wi1l W123 WwW8 
ia 一 |aia aoa ass| 一 0., 


W118 Wa8 Wa8 


从 而 有 

T1—21s= (011+ Qa0+ Waa)  — 2(G1099 + O11088 
: 十 casqas — 013 一 Qis 一 928) 一 0， 
即 aii sat ig 22012 二 261+ 2603 =0, 
因而 得 Ql1— Qa— das— W19018— ss = 0. 


于 是 二 次 曲面 (1 将 不 含 二 次 项 而 变 成 
20144 由 十 20o4y 十 20342 十 044 王 0。 
这 样 便 不 成 为 二 次 方程 . 这 个 开拓 就 证 明了 特征 方程 的 三 个 特 和 
根 不 能 全 为 零 , 即 至 少 有 一 个 根 不 等 于 零 , 因而 二 次 曲面 (1) 至 少 
有 一 个 非 奇 主 方向 . | 
推论 二 次 曲面 至 少 有 一 个 主 色 面 ， 
题 


1,， 求 下 列 二 次 曲面 的 主 方 向 与 主 径 面 . 

(1) 2x2+ 2 682+2ry 27— 4- 42=0. 

(2) 02 十 氏 一 3 一 322 一 6 一 6 十 2 十 2 十 4 一 0， 

(3) 222 士 10 一 2 十 227 十 845 十 137 十 4 十 8 一 一 0 


_ ° 200. 性 


(4) 22 十 急 一 2 十 322 一 4 一 983=0 
2. 证 多 一 次 曲面 的 两 个 不 同 鞋 征 根 决 定 的 主 方向 一 定 粗 互 垂直 


”$6.6 二 次 曲面 方程 的 化 简 与 分 类 

这 一 节 , 我们 先 介绍 空间 直角 学 标 变换 ,然后 利用 华 标 变换 讨 
记 二 次 曲面 方程 的 化 简 与 分 类 ， 

1 空间 直角 坐标 变换 四 

设 在 空间 给 出 了 两 个 由 标 架 {0; i 7, 有 与 0 让， 思 他 决 
定 的 右手 直角 举 标 系 , 为 了 叙述 方便 , 我 们 把 前 面 的 一 个 叫做 旧 汲 
标 系 , 后面 的 一 个 叫做 新 坐标 系 . 它们 之 间 的 位 置 关系 完全 可 由 
新 坐标 系 的 原点 CO 在 旧 坐 标 系 内 的 坐标 , 以 及 新 坐标 系 的 坐标 尔 
量 在 旧 坐标 系 内 的 分 量 所 决定 ， 在 这 里 我 们 先 讨论 两 种 特殊 的 坐 
标 变换 ， 然 后 研究 一 般 坐 标 变 
换 . 

(1) 移 轴 

设 标 架 {0; i ,有 刁 
140; 2 7 8 的 原点 0 与 0 
不 同 , 0' 在 旧 坐 标 系 下 的 举 标 
为 (ao， 2o， 2o0 ) ， 但 是 =i 7 
一 J], kKk' 一 上 (图 6-1), 这 时 新 
举 标 系 可 以 看 成 由 {0; i, 也 有 He 
平移 到 使 0 与 0' 重合 而 得 米 的 ， 我 们 把 这 种 情况 下 的 坐标 变换 
叫做 移 轴 . 

设 卫 为 空间 任意 一 点 , 它 在 {0;& 万 卫 与 {0 了 人 下 
的 坐标 分 别 是 (oo 2 2) 与 (2 ,yz 人 ,那么 

OP zi ty +2k, (1) 
OP =ot +y +vk 


e -Op ,. 


一 08-HU 7 +2 k, 2) 


此 外 又 有 
00’= 0208 + v07 + zok, / (3) 
OP = 00' +0'P (4) 


将 (1) , (2) , (3) 三 式 代入 (人 得 . 
YT HR = +ro t+ (yy Fy) + (+0) k, 
所 以 得 


一 入 十 0o， 
y 一 久 十 oo， (6.6-1) 
2 一 多 十.20， 


这 就 是 空间 直角 举 标 系 的 移 轴 公式 . 
从 (6.6-1) 解 出 x, y ,> 就 得 到 用 旧 坐 标 表示 新 坐标 的 坐标 
变换 公式 , 并 移 币 的 道 变 换 公式 


WV 一 人 一 00， 
, . 
2 一 2 一 20。 


例 i 试 求 在 移 轴 (6.6-1) 下 二 次 曲面 
ZU， £2) Ea od + C8 + D010 
十 201ia32 十 20o372 十 20140 


十 tao441 十 pi Se 十 - 人 44 = 0 


的 新 方程 ， / / 
解 ” 将 (6.6-1) 代入 二 次 有 曲面 方程 f(z, y, z) 一 0, 化 简 整 理 
得 移 轴 后 的 新 方程 为 
CH“ 十 Cos 十 osa2 3 十 201o0 41 十 201822 
十 203sg 2 十 2A3(0zo，Wo，20) 2 +2F (vo, Yo, 0) 1 
十 28 as(00，Vo，2o) 2 + Fvo, yo, 20) =0, 
° 268 。 


由 于 看 出 , 在 常委 一汽 划 而 亲 二 洒 二 估 全 未明 不 变 ， 如 果 
二 次 曲面 为 中 心 明和 面 , 作 移 轴 有 时 使 原 扣 与 二 次 晶 徊 的 中 心 重合 , 那 
么 有 / 

Fi(ro, Yo, 20) =—0, Fa(x0, Wo, %0) —0, Pslxo, Yo Zo) 一 0， 
所 以 这 时 曲面 的 新 方程 中 一 次 项 消失 ,方程 为 
G110 + ay + sag + 0 十 20130 / 
十 2023712 + P(ro, Yo, 一 0 

(2 : 翰 

设 两 右手 标 架 10; i 了 ,Rl 与 
{0 ,J 了， KT 原点 人 相 辐 ,但 人 举 标 天 
量 不 同 (图 6-2)， 这 时 新 坐标 系 可 以 
看 成 由 旧 坐 标 系 绕 原 点 0 旋转， 使 得 
1, 了, 卡 分 别 与 宫 ,7', KK' 重合 而 得 到 
的 ， 我 们 把 这 种 情况 下 的 坐标 变换 叫 
做 转轴 . 3 

具有 相同 原点 的 两 坐标 系 , 它们 之 间 的 位 置 关系 完全 由 新 . 旧 
些 标 轴 之 间 的 交角 (也 就 是 坐标 矢量 宫 ,， 7 8 分 别 与 到 妨 天 之 


” 间 的 交角 ) 来 决定 ,为 了 清楚 起 见 , 我 们 列表 如 下 ， 


旧 坐 标 轴 


,| 四 四 | s 轴 (8 
新 坐标 轴 | 
z 轴 () | 
y 轴 (站 | 
| 一 和 -一 8 


从 这 个 表 (6) 里 我 们 容易 知道 
»269% 


| 7 一 08 01+) Cog Bi +i cos yi, 
| tf om pat keen ys 0) 
kK’'=i cos as 十 7 cos Bs+ Kocosys : 
设 卫 为 空间 任意 一 点 , 它 在 旧 坐 标 系 内 的 坐标 为 (%, y， 有 
在 新 坐标 系 内 的 坐标 为 (z， y ,2), 那么 有 
0P— —ot + tzk, : (7) 


OP=wi + +z'k’, (8) 
由 (7), (8) 得 : / 
. oH tok ty + k,. 四 
所 (9)1 人 
。 oi ty +2k~= (cosoty 008 op 十 2 cosae)l 
(woosprty cospsts cos Ba) 
0 | 十 (2 C08 y1+Y CO8 7a 十 2 C08 ya)k, 
所 以 有 


Y 一 0 08 old 十 9 Cosmat+% cogos, 
4 Y=w COS Bi 十 9 cos Ba 十 2 cos Bs, (6.6-8) 
- Z 一 4 COS ?1 十 COS ?ya 十 2 C087s。 
这 就 是 空间 直角 举 标 变换 的 转轴 公式 
同样 地 由 上 面 的 表格 (5) 容易 知道 
一 2 cos od 十 7 cos as 十 天 cog os， 
了 一 和 co8 Bi 十 7 eos Ba+k’cos Bs, (10) 
Ki cosyit 7 cos ya+ kk' CO Ys, 
将 (10) 代 入 (9) ,就 得 到 用 旧 坐 标 表示 新 坐标 的 公式 ， 也 就 是 转轴 
的 逆 变 换 公式 为 
0 一 08 十 0 cos B1+tz Cosy1, 
0W 一 和 co08 oe YO08 Ba。 -zcoS ya, (6.6-4) 
2 W008 og 2% 008 Bs 二 % 008 Ys. 


转轴 变换 公式 (6. 0 3) 及 其 递 变换 公式 (6 6-4) 都 是 齐 次 线性 ， 
<2I0。 


变换 ， 它 们 前 一 次 项 系数 不 是 独立 的 ,这 是 因为 色 九天 与 了， 
K 是 两 组 两 两 相互 延 直 的 单位 矢量 , 即 有 

|i| = J IE, ij =jk=Kki=0, 
上 | 全 [=1, 217’=Ik' = k=0. 
所 以 变换 公式 (6.6-3) 与 递 变 换 公 式 (6.6-4) 中 的 一 次 项 系数 分 别 
满足 下 列 条 件 ; 

Cos ol 十 C09? oo 十 cos os = 1, 

COs’ Bi -t+ eos Ba cos Ra 一 |， 


2 3 2 ~， -一 
} COS ?1 十 c08 ?2 十 C0S Ys=1, 


1 (6.6-5) 
cos od COS Bi -t+ C0 aa COS Bo 1-eos aacos Bs = 0, 
cos Bi cog y1 十 cos Ba cos yo 十 cos Bseos ?yo 一 0， 
\ COS ?100S ad 十 C097a COS Cy + COS Ys CO8 as = 0, 
Es 
rcos” Qi 十 C08* | 二 cos 3y1 一 工 ， 
008? og 十 Co8 后 3 cos Ya = 1, 
| cos aa -|- C08 Bs- eos ys=1 
(6 .6-6) 
| COS oi CO as + COS BB, cos Bo 十 COS y1 008 72 = 0, 
COS oa COS as 二 COS Ba COs Bs eo8 ys C0S Ys=0, 
\ COS Ca CO oa 十 C08 Bs C08 B1-H- C08 Ys C03 y1 = 0, 
这 两 组 条 件 分 别 叫 做 正 交 条 件 , 我 们 母 从 
(IN 一 (7 ) 一 1 
又 可 得 (6.6 3) 与 (6.6-4) 的 系数 行列 式 
| cos ol cos Qo C0S os | COS oil COs B: COs 
COS B1: cos 6 eo0s Bs I!=! 008 a COsS Bs 0¢08 Ya 
COS ?1 COSY COSY;3 \ COS Qs COS Bs C0s ~; | 
1. (6.6-7) 


例 2 证 明 存 空 间 任意 的 转轴 下 ， 多 项 武江 十 妨 十 公 变 为 


lt 


“证 将 (6.6-3) 代 入 s+ 妨 十 ?整理 得 


(cog? oi + cog? B1+ Cog? yi) w+ (eos eat co08? Ba tos ya) 2 、 


十 《cos os + C08’ Ba 十 6092 y3) 2" 
+2w’y (cose cosas 十 cos Bicos Ba 十 cos 31c0S 7'3) 
“十 2242 (ceos ai CoS os 十 cog Bi egos Ba -i-cos Ys; cos ys) 
+ 2y’%’ (COg as COS as 十 cos Ba cos Bs 十 cos ya COS TB) ， 
根据 正 交 条 件 (6.6-6) 得 
ti Mah 
“(83) 一 般 变 换 公式 
”” 设 在 空 间 给 出 了 由 标 架 {0; i j, 局 决定 的 旧 举 标 系 与 由 株 
架 10” 训 ,7 了 ,RR'} 决定 的 新 坐标 系 , 且 CO 在 旧 华 标 系 内 的 毕 标 为 
(zo, yo， to)， 两 坐标 系 的 坐标 


轴 之 间 的 交角 仍 由 天 格 (本 决 2 te 

定 ,那么 在 这 种 一 般 情 况 下 ,由 
昌 坐 标 系 变 到 新 坐标 系 可 分 两 、 
步 来 完成 。 例 如 可 以 先 移 轴 ， | /A060 


/ 人 
合 , 变 成 辅助 坐标 系 O- 
by 然后 再 由 辅助 坐标 系 
转轴 变 到 新 坐标 系 (图 6-3) . 
如 果 卫 为 空间 任意 一 点 ， 63 
它 在 旧 坐标 系 、 新 坐标 系 与 辅助 坐标 系 内 的 坐标 分 别 为 (az Y, 2)) 
(w ，2 2 与 (2 ，2 2 )， 那 么 根据 (6.6-1) 与 (6.6-3) 我 们 有 


VvV=0 +o, 
re + . 
YY Yo . . (11) 
2 一 2 十 20i 
上 
与 i - 


¢ OA 人 


- 于 
pe TT 
， 站 汪 


pi’ =w! co8 ol 十 4 cog Gs’ GOS as， 
与 久 一 0 cos Bi 十 Woos Ba 十 ooos Bs, (12} 
2 0 OOS-Y1 +y’ COS Ya COS ys; 
将 (12) 代 入 (11) 得 空间 直角 坐标 变换 的 一 般 公式 为 
vw COS al 十 9 COS as 十 2 COS as 十 020， 
0 一 化 cos Bi+ cos Ca 十 2 cos Bs yo, 《6 .6-8) 
sw cos yi1 + y! 008 -ys 2' C09 Ys 二 Zo. 
一 般 坐 标 变 换 公式 也 可 以 通过 先 转轴 后 移 轴 得 到 , :其 结果 仍 
然 是 (6.6-8) 
由 (6.6-7) 知 ， 一 般 兴 标 变 换 公 式 (6.6.8) 的 系数 行列 式 不 
零 ， 因 此 从 (6.6-8) 解 出 w', yy ,2 就 得 到 用 旧 举 标 来 表示 新 坐标 
的 变换 公式 , 也 就 是 (6.6-8) 的 道 恋 换 公式 ， 
2 一 (4 一 0o)c08 oi (y — Yo)co8 Bi {2— 0) C08 Yi, 
W 一 (4 一 Xe)c0s aa 二 (9 一 go)ycos Ba 一 so)cos ya, 
(2 一 oojeos s+ (Y — Yo)cos Bat (2— 20)cos ye. 
(6.6-9) 
我 们 看 到 一 般 坐 标 变 换 (6.6-8) 与 其 逆 变 换 (6.6-9) 的 形式 十 
分 向 单 ， 它们 的 右 端 分 别 是 关于 2 yy ,2 与 2 y, % 的 一 次 ( 即 线 
性 的 ) 多 项 式 ， 它 们 的 系数 分 别 满足 正 交 条 件 (6.6-5) 与 (6.6-6)， 
它们 的 系数 行列 式 都 等 于 十， 
空间 一 般 坐 标 变 换 公式 ， 还 可 以 由 新 坐标 系 的 三 个 化 标 面 来 
确定 ， 设 有 网 网 相 志恒 直 的 三 个 平面 
051， Aiw+ BiytOw+ Di~0, 
ty. 4 w+ Boy + Cae 二 Da=0, 
Tas: Asz+ Bay+i Os+ Ds=0. 
这 里 A414; 十 BB; 二 OO0; 一 0、(% j= 二 1，2，38,j 关 让， 如 果 取 
Ti 为 y0's 平面 ,zs 为 4.0%' 平面 ,ws 为 w'0%y 平面 , 并 设 空间 任 
273 。 


二 


坐标 为 (2"， VY , 2 ~ 小 那么 


Bt 
去 掉 绝 对 值 号 得 坐标 变换 公式 为 
可 ,完小 


二 士 一 ， 


i i eh pp 


ee 


\ 7/ 人 十 刀 : (73 


1 
4 


Ry ,二 大 i -CO 

当然 , (6.6-10) 符 合 正 交 条 件 ， 

帮手 系 ，16.6-10> 中 的 
为 十 二 

例如 以 下 列 三 个 两 两 相互 垂直 的 平面 


正 仙 号 


Yj 
分 别 作 为 新 坐标 系 的 yO 面 ,zOx 面 与 
起 为 : 


1 


f 
4 一 半 
ws | | 
~ 
DY 
a 一 十 ea ' = 性 
必 
-| 
也 Fe 【 2 


» 1744. 


本 1 二 Ci 
Pay tt Csrt Pe, 


1 7 4 十 有 Ce 二 PP， 
Vv 341 二 CT 
| 17 + Payt Ou + Dal 
Ca 
4ae + Bay+ Ca + Ds| 
Rg EE -CE 


} 


由 


让 


20 十 Ca12 十 LO 


Te , 


(6.6-10): 


7 


A By Cr+ Ds 


为 了 使 坐标 变换 为 去 手 系 变 到 
的 选取 必须 使 它 的 系数 行列 式 的 值 


zi021 面 的 坐标 变换 公 


为 了 使 右手 系 变 为 右手 系 ; 我 们 取 符号 如 下 ， 
ft 


， 950 二 9/ 十 X 一 于 


% VE 
we 
v3 
例 3 试 将 方程 27 十 3 十 4 十 5 一 0 用 适当 的 从 标 变换 变 为 
镭 亡 程 2 一 0. 
解 ” 取 平面 22+8y 十 各 -+5 一 0 作为 新 坐标 系 的 yO'x 坐标 


面 ， 再 任 取 两 个 相互 垂 得 且 又 都 竹 直 证 已 知 平面 2 七 8y- 上 4 十 5 
一 0 的 平面 作为 另 两 个 新 坐 信 而， 例如 可 取 平 面 zz 一 2% 二 sxs=0 与 
11 十 2 一 72 一 0. 

作 沦 标 变换 


那么 2 十 3y 十 42 十 5 一 0 将 变 成 V0x' 一 0, 即 4 一 0 

2， 二 次 曲面 方程 的 化 简 与 分 类 

一 次 曲面 方程 的 化 简 与 二 次 曲线 一 样 ， 它 的 关键 是 适当 选取 
坐标 系 , 如 果 所 取 的 坐标 系 中 有 一 坐标 面 (例如 w=0) 是 曲面 的 对 
称 面 ,那么 新 方程 里 只 含有 这 个 对 应 坐标 (例如 2) 的 平方 项 , 曲面 
的 方程 就 比较 简单 了 ,二 次 曲面 的 主 径 面 就 是 它 的 对 称 面 ,因而 选 
取 主 径 面 作为 新 坐标 面 , 或 者 选取 主 方向 为 坐标 轴 的 方向 ,就 成 为 : 
化 简 二 次 曲面 方程 的 主要 方法 了 ， 

定理 6.6.1 适当 选取 坐标 系 , 二 次 曲面 的 方程 总 可 化 为 下 

e di。 


列 五 个 简化 方程 中 的 一 个 :” 


( J] ) 041022 十 Coo012 + aap” 十 cas 一 0， 化 14023Gs 0 


(1) ww 十 Cast 广 . 十 200s% = 0 - Ufattas 天 人 
(JE 2 十 Cao 六 十 ks 一 0， gf 0, 
(1Y) re 十 2aa4y 一 0, QiitWss 去 0; 


《Van 二 ou —0, 011 关 昌 。 
证 因为 二 次 曲面 
f (%, Y, 2) = 0 十 Gasg + G03? + 2a19my + Da18e 
/ 十 202sy/2 十 2g1aw 十 20a4y/ 十 p71 +aa=0° 
罕 少 有 一 非 奇 主 方向 ， 以 及 共 罗 于 这 个 方向 的 一 个 主 德军 ， 我 们 就 
取 这 个 主 方向 为 必 轴 的 方向 ， 而 ; 共 轿 于 这 个 方向 的 主 径 面 为 
yO0'z' 坐标 面 ， 建 立 直 角 坐 标 系 O-zY 2 设 在 这 样 的 坐标 系 下 ? 
曲面 的 方程 为 @ ”| 
Cj] 多 “十 Csst/ + Ce 二 2 oy 十 2al wy 
十 2qoay 2 十 2 20 十 2034 十 044 一 0， (13) 
么 在 0"~wys 坐标 系 下 , 曲面 的 与 2/ 轴 方 向 1:0:0 共 饭 的 主 径 
面 为 | 
vty Ta tam0, 
这 个 方程 表示 WO'z 坐标 面 的 充 要 条 件 为 。 
， | .G1F0, ds = 0s—ats—0, 
所 以 曲面 在 O29 攻 z 坐标 系 下 的 方 程 为 
n+ og ?+ qoe 2+ 2bay'e (十 20940/ 十 2 + 0 
ean 0, | | 04) 


由 而 (14) 与 9 yO 举 标 面 的 交 线 为 
@ ”因为 空间 直角 坐标 变换 公式 (6.6-8) 与 道 变换 公式 (6. 89) 部 是 一次 式 ， 上 

二 次 曲面 的 方程 在 直角 坐标 变换 之 下 , 方程 的 次 数 不 变 。 

276... 


(15) 


为 了 进一步 化 简 二 次 则 面 的 方程 ， 把 上 面 交 线 方 程 中 的 第 一 
个 方程 (15) 看 作 y0 平面 上 的 曲线 方程 ， 然 后 再 利用 平面 直角 
坐标 变换 把 它 化 简 .， 现 在 分 下 面 三 种 情形 讨论 ， 
1” gzs, Q33, C28 中 至 少 有 一 不 为 替 . 这 时 曲线 ( 声 ) 表示 
一 条 二 次 曲线 ,那么 在 平面 yO*% 上 根据 定理 5.6.1 总 能 选 
取 适 当 的 坐标 系 g700e， 也 就 是 进行 适当 的 平面 直角 坐标 
本 换 


| sa 2 ss T2028Y 2 + 2004Y + D3sg 十 034 一 0， 


0 =0, 


| 
ZY Smw 十 2 COS G+ 0, 


使 一 次 曲线 (15) 化 成 下 面 三 个 简化 方 程 中 的 一 个 


站 
2201 十 0382 十 Cl =0, gl A 0; 


a a" ?204 2 一 0， 22034 为 0 
Qi 2 +=0, / ago 关 0。 
于 是 在 空间 , 我 们 只 要 进行 相应 的 直角 坐标 变换 
7 一 化 一 玫 


W 一 co08w 一 2 Sinw 十 go， 
z= 0 ' sin w 十 2 CoOs otz 20， 
就 可 以 把 方程 .(14) 变 为 下 面 的 三 个 简化 方 得 ( 睹 去 扳 导 ) 中 的 一 
个 : 
(I ) QT + da + Gs + 44 = 0, C11039083 0; 
(IL) gr qs) +2082 = 0, i022034 0; 
(II1) G10 + gaa + ta =0, 011033 天 个 
2” dos 一 3 一 028 一 0 但 gas，aal 不 侈 为 鹤 这 时 曲线 (15) 表 
示 一 条 直线 ， 我 们 取 这 条 直线 作为 负 ， 作 宇 间 直角 坐标 变 
2I7 


人 “一 人 
2624/ 二 20342 十 C34 
2 24 + 4 
二 032 + a 
V Ga4 十 034 
就 可 以 把 (4) 式 化 成 下 列 形 式 ( 略 去 微 号 ): 
(IV) aaiw2 十 2024? y= 0, gugzs*0. 


3- 0 一 do 一 0 一 os 一 0 这 时 方程 (1 已 经 是 下 列 简 
化 形式 ( 略 去 撤 号 ): 
(V) cai72 十 4 一 0， 041 天 0 


因此 二 次 曲面 可 以 分 成 (D), (ID , (IID，(TV7，(V) 五 类 , 根 
据 这 五 类 曲面 的 简化 方程 系数 的 各 种 不 同情 况 , 仿照 定理 5.6.2 
的 证 明 , 读 者 自己 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 6.6.2 通过 适当 的 选取 坐标 系 , 二 次 曲面 的 方程 总 可 
以 写成 下 面 十 七 种 标准 方程 的 一 种 形式 ， 


0 本 + 和 + 和 = ( 椭 球 面 ) 


0 
91 WY EN 
2] i ‘二 椭 球面 ); 
wv © 
2 


2 a z 
[3] 一 十 这 十 一 二 0 (点 或 称 虚 母 线 二 次 锥 面 ); 


[各 二 十 加 一 一 1 《 单 叶 双 曲 面 ) 


2 2 a2 . 
22 21 2 
16j -0 (二 次 锥 而 


oe , _ 
[7] 玖 -二 区 -~22 ( 梢 图 抛物 面 ) 


$e. 


个 2 : ?7 多 ， 3 
[3] 和 物 而 ); 


[9] 志 -| 全 一 1 ( 椭 阅 柱 面 ); 


[10] 1 ( 碟 椭 贺 柱 面 ); 


a 0 
[11] 三-+- 寻 一 0 ( 交 于 一 条 实 直线 的 一 对 其 色 虚 平 面 )， 
[13] -和 5 - 一 1 ( 双 曲 桩 面 ); 
[13] 尊称 -0 (一 对 相交 平面 ) 


[141 xz? 一 2py (抛物 柱 面 ); 
[15] 2 一 《一 对 平行 平面) 
[16] 22 一 -a 我 术 刻下 而 ) 
[17] 必 一 0 (一 对 重合 平面 ). 
例 和 & 化 简 - 一 次 其 面 方 和 
0 + + .677 — 2as + 2ys —- 62 十 6 一 6z 十 10 一 和 
解 ”二 次 曲面 的 算 阵 为 


1 -3 -1 -8 
-3 1 1 

-1 1 5 -8 
-3 3 -3 10 


Ti=7, Ta=0, Ts~ ~ 36, 
所 飞 井 面 的 特征 方 玉 为 
一 和 二 72 一 36=-0， 
好 (%--6) (Nm 3) A+2) =0, 
凡 紫 二 次 曲面 的 三 特征 根 为 


279， 


(i) 与 特征 根 和 =6 列 应 交 主 方向 王 江 : 由 方程 组 
_5T..37— 0 一 0， 
3 一 5 了 十 和 一 0， 
一 下 十 了 一 和 一 0 
决定 ,所 以 对 应 于 特征 根 和 =6 的 主 方向 为 
-3 -1| 1-1 -5| 1-5 ~3| 
-5 | 1 i -5 
一 8:8:16= —1:1:2, 
与 它 共 百 的 主 径 面 为 


:0 一 


-2-Hy+2=0., 
(证) 与 特征 根 入 ~=3 对 应 的 主 方 向 广 :Y: 由 方程 组 
-2 和 -3 ~ 2-=0,， 
-3 和 -2327 + Z=0, 
一 六 十 工 二 20 一 0 
决定 , 所 以 对 应 于 特征 根 和 =3 的 主 方 册 为 
re 
= — 5:5:(—5)=1:(~1):1, 
与 它 苍 的 主 径 面 为 
2 一 Y 十 2 一 号 一 0. 
(iii) 与 特征 根 入 = -2 对 应 的 主 方 向 下 :了 :2 由 方程 组 
3 -3Y - G=0， 
-3XT+3Y -- 2~0, 
-让 二 了 +7Z=0- 


决定 ,所 以 主 方 同 为 
FIP:Z=| 1 .11 -3|. 并 3 
7| 17 -1| I~1 1 
= 20:20:0=1:1:0, 


080 .. 


与 它 共 辊 的 主 径 面 为 


w+ y=0. 
到 这 三 主 径 面 为 新 坐标 平面 作 坐 标 变 换 ， 由 (6. 6_10) 得 变换 
公式 为 ， 
pe 一 十 9+ Dy 
6 
/PD Yi 
yr 2 十 9 
解 出 x, y 与 z 得 
1 f 1 和 了 
一 一 一 天 一 二 十 一 = 一 十 1， 
VE” VY YT 
1 1 T 
/= 一 ~ -一 2 一 荆 
一 
2 1 / 
w= 一 一 一 二 " = 一 一 一 一 一 1 
EE JY 
代入 原 方 程 得 曲 商 的 简化 方程 为 
62 十 3 一 22 2 十 1 一 0， 
曲面 网 标准 方程 为 
p32 yy 2/2 加 
TITI I 
“6 8 2 
这 是 一 个 双 叶 双 有 曲面 . - | 


例 5 化 简 二 次 曲面 方程 
2 二 272 十 323 十 4 十 2 十 20z 一 和 
十 67 一 2 十 3 一 0 
解 因为 了 =7, 五 一 10, Ts~0, 所 以 曲面 的 特征 方程 为 


@ 在 计算 新 方程 的 系数 时 ， 对 于 则 面具 有 三 个 两 两 相互 一 直 的 主 径 而 ， 生 以 区 
三 主公 面 为 三 新 坐标 面 时 的 情形 ， 只 要 计算 平方 项 与 常数 项 ， 其 余 系数 均 为 零 ， 不 必 
计算 。 对 于 曲面 的 其 他 情形 , 也 可 得 出 相应 的 结论 。 


‘e281.. 


一 和 二 ma -- TO7 一 个 ， 
特征 根 为 )=5, 2 0. 
韭 零 特征 根 入 =5 所 对 应 明 主 方向 由 方程 组 
-3 -+2F + ZZ=0, 
DN 一 3 4 ZZ=0, 
| TF-2Z=0 
定 , 所 以 与 和 =5 所 对 应 隐 主 方 四 为 
筷 : 了 :GT1:13:1 
汝 这 主 方 回头 扳 的 主 径 击 为 
t+y+s=0. 
非 稚 特征 根 入 =2 所 对 应 的 主 方向 由 方程 组 
27 +Z=0, 
2 和 ” 十 Y=0， 
六 十 世 十 和 =0 
决定 ,所 以 与 =2 所 对 应 的 主 方向 为 
XY:IZ=1:1:(-2), 
写 这 主 方 疝 共 罗 的 主 径 闸 为 
2 十 2 一 和 十 3 一 0. 


下 上 而 的 两 个 主 径 面 分 别 作为 新 坐标 系 Oxyx' 的 yO'y' 与 


0'%' 坐标 测 , 青 任意 取 与 这 两 主 径 而 部 垂直 的 平面 ,比如 
一 YU 一 
为 Z03 坐标 面 , 作 坐标 变换 , 得 变换 公式 为 
pe CH 


/22+2y 一 全 十 3 


V6 ， 


出 


" 252. 


代入 原 方 程 得 
O22y?+B V2 十 了 =0, 


9vV 2 


| A 一 化 
Da mk 
ry 
py dv 2 
40 ; 


得 曲 而 的 简化 方程 为 
52 十 2 2 十 5 22 =0. 
这 区 一 个 椭圆 抛 物 面 . 
全 于 把 已 知 方程 化 为 简化 方程 的 直角 坐 款 变换 ， 则 可 外 上 次 
的 两 个 直角 坐标 变换 的 公式 求 得 | 
(V3,, VE N21 


Ep sip Pe 
‘hat 


作 直 角 华 标 谈 换 ,化 简 下 列 二 次 曲面 的 方程 
上 人 十 十 552 一 Oryi 278— Jrys ~47+8y— 123s+14=:0; 


了， 


Sr 7 +6 dys— 4rg 一 67 一 109 一 4 十 7 一 0 

.22 一 1601 二 55 十 3Sz0 一 1422 十 8 十 4 十 207 十 4 一 24 王 0: 
， x2 十 402 二 402 4ry+ drs— Bys+67r+6s-5=0: 

、4w2 + 二 4— 4ry+ 8rs— dys— 12%— 12y1-6s=:0. | 


Ot 3 


$6.7 应 用 不 变量 化 简 二 次 曲面 的 方程 
在 这 一 节 里 , 我们 将 象 8 5.7 那样 ,应 用 二 次 曲面 = 
Flt, y, 2) t+ go 二 Case? 201920 十 20iste 
十 2023Y% 十 2G344 十 2024y 十 20aiz 十 C44 
一 0， (1 
在 直角 坐标 变换 下 的 不 变量 来 化 简 它 的 方程 . ; 
1. 不 变 最 与 半 不 变量 
这 里 的 不 变量 与 半 不 变量 的 定义 是 与 85.7 里 的 情形 完全 类 
似 的 ,这 就 是 说 ,由 (DD 的 左 端 玉 (z,y,z) 的 系数 组 成 的 一 个 非常 数 
函数 ,如 果 经 过 直角 坐标 变换 (6.6-8)， Fe, y) 变 为 (wy ,8 
时 ,有 / 
: f {a1, is, “0 ss) 一 让 (ai 
那么 这 个 函数 了 就 叫做 二 次 曲面 (在 直角 坐标 变换 (6.6-8) 下 的 
不 变量 ,如 果 这 个 函数 的 值 , 只 是 经 过 转轴 变换 不 变 ,那么 这 个 
函数 叫做 二 次 曲面 (了 在 直角 灌 标 变换 下 的 半 不 变量 . 
关于 二 次 曲面 (DD) 的 不 变量 与 半 不 变量 , 有 着 下 面 的 定理 ， 这 
个 定理 在 这 里 我 们 将 略 去 它 的 证 明 而 直接 应 用 , @ 
定理 6.7.1 二 次 曲面 (加 在 空间 直角 汶 标 变换 下 , 有 四 个 不 
变量 了 ,1s，T, 4 与 二 个 半 不 变量 Ks， Ks, 即 


三 一 aa 十 oa 十 aas 


中 ”前 装 了 解 定 理 证 明 的 读者 可 以 参考 附 孙 经 例 4 例 5, 例 6, ] 
“p84 * 


Wit CI13 | | U2a W383 


。 | 
| Ws W338 wa3 Waa 


4 一 3 
Ci8 Was Ws3s Waa 
U14 :034 Us4 Ws4 
+ 
cid 14 Co9 {a4 Wag qd| 
Kj,= + 二 | 
| 14 Ca44 | Yao Cad 1 34 Wa4| 
Gea 化 93 os 


Wi Wig 0a4 Qi1 人 13 Gis | 


kK ,= ig Weg Godj 十 |018 3s Usa|l itzs as dsal, 


Wi4 Was (Wa Qi4 (834 044 Wa4 Ua4 Wa4 


推论 在 直角 坐标 变换 下 ,二 次 曲面 的 特征 方程 不 变 ， 从 而 特 
征 根 也 不 变 . 
仿照 定理 5.7.2 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 6.7.2 -天 :是 第 V 类 二 次 曲面 在 直角 坐标 变换 下 的 不 
变量 ,而 Kk: 是 第 HL, 第 IV 与 第 V 类 二 次 曲面 在 直角 坐标 变换 
下 的 不 变量 . 
4、 二 次 曲面 五 种 类 型 的 判别 
定理 6.6.1 指出 ,二 次 曲面 (了 ) 通过 坐标 变换 总 可 以 化 成 下 面 
的 五 个 和 化 方程 中 的 一 个 : 


7 过 
( I ) Qi1% 十 Gao4/ 由 十 Magy 十 (044 ~ ’ 1 102a038 » 0; 


( IT) ov’ +a ?+ 2082 = 0, Ciaclac0x FO; 
CH) wnv ”+o + a =0,， ViiCoo 尖 0 
(TV ) aa22 十 20241 一 0， 0 


“385。 


(V) aur 2 二 oa 一 0， ol 0. 
也 就 是 说 , 任何 一 个 二 次 曲面 , 它 一 定 属 于 这 五 类 上 曲面 中 的 一 类 . 
现在 我 们 介绍 如 何 应 用 二 次 曲面 的 不 变量 与 半 不 变量 来 判别 二 次 


曲面 的 类 型 ， 我 们 容易 知道 . 
1"” 当 二 次 曲面 (1) 是 第 I 类 曲面 时 , 那么 有 


cl 0 0 
Js=1=|0 das 0 |=0i020)s0. ) 
0 0 as 
2” 当 二 次 曲面 (1) 是 第 工 类 曲面 时 ， 那么 有 
: la 0 0 
Ts=1, 0 u's 0|=0, 
19 0 0 
be 0 0 0 
10 ci 0 0 9 
而 == 0 0 0 ga, 一 一 QtiGoa034 次 0。 
0 0 aw, 0 


3” 当 二 次 曲面 (是 第 I 类 曲面 时 ,那么 有 
1s—1:=0, ,= 11=0, 


0 |a’ 0 Wan 0 
而 : LT Q11 + 11 | | 
z 0 ul 10 0| 10 0 
一 Qn #0. 


4” 当 二 次 曲 曾 (了 是 第 IV 类 曲面 时 ,那么 有 
Ts=1=0, LT=1=0, 7 一 1 一 0， 
而 
到 :一 下 2 
aa 0 0 a 0 0 0 0 cas 
0 0 w+l0 0 0I+I0 0 0 
0 wh 0| 10 0 0| lw 0 0 
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:= QiG"i 0 
5。 当 二 次 向 面 (1) 是 第 V 类 曲面 时 ,那么 有 
1s=1,=0, = =0, fa=1=0, 
Ks= “2 一 人 
以 上 这 些 区 别 五 类 二 次 介面 的 必要 条 件 ， 包 括 了 所 有 可 能 而 
月 互相 排 奈 的 各 种 铺 况 ,所 以 它们 不 仪 是 必要 的 面 且 也 是 充分 的 ; 

内 此 我 们 有 

定理 6.7.3 如 果 给 出 了 二 次 曲面 (1), 那么 用 不 变量 与 闪 不 
变量 米 判 别 路面) 为 何 种 类型 的 充 要 条 件 是 ; 

第 工 类 膨 而 :三 关 0; 

第 开 类 曲面 ，Js=0, 7 基 0; 

第 TI 类 曲面 ， 妨 =0, 1,=0, 关 0， 

第 IV 类 上 曲面， 五 =0, 天 =0 J,=0, 天 0 

第 站 类 遇 面 ， 有 = 0, =0, T=0, Ks 一 0， 

8， 应 用 不 变量 化 简 二 次 曲面 的 方程 。 

在 这 里 我 们 将 应 用 二 次 井 面 (人力 的 四 个 不 变量 ,Js,， Ts, 
可 两 个 半 不 变量 Ri Ks 来 化 简 二 次 曲面 (了) 的 方程 , 它 的 方法 与 
平面 上 的 二 次 曲线 方程 的 化 简 类 似 ， 

工 7x¥0。 这 时 则 曾 ( 是 第 1 类 则 面 , 它 的 简化 方程 为 


0112 十 Qay 十 Cn32 ”+ 44 = 0, Qti0as03s 天 0, 


所 以 71 一 了 一 0 十 Goa 十 0i8， 
, pe 0 | Ci 0 下 人 () 
T= 0 一 | ) -| 
0 ws ‘0 本 iI0 gt 
= (1050 十 1033 十 人 gt.9, 
CgJ1 0 0 
ls=13=|0 Qa 0 [~=aligydhs, 
Uy 0 was | 


gy 


因为 二 次 县 面 (DD 内 特征 方程 是 
一 十 六 一 To 十 7 一 0， 
所 根据 根 与 系 区 的 关系 立刻 知道 一 次 上 而 的 三 个 特征 根 为， 
和 一 ali，)a 一 022，X3 一 033、 
oa 0 0 0 


| 10 on 0 0 
因为 工 =7/= : | 。 
又 因为 :Tg 0 ww 0 


0 0 0 ww 
= figgogjs0l = I 8044) | 
所 以 qh 一 和， 
1 
因此 第 工 类 痪 面 的 简化 方程 可 以 写成 
和 aa 十 al 十 和 2 十 六 


这 里 入 ,和 a, 和 a 为 二 次 昌 面 (了 D 的 三 个 特征 根 . 
2° Is=0, Ts#0, 这 时 曲面 (也 表 示 第 中 大 曲面 ， 它 的 简化 方 


一 (0， ‘6.7~1) 


程 为 ” Qi boy + Da =0, ali0ba0s FO 
所 以 -| T=11~ 0+ Qs, 
op | 9| ,lo | qt 9 
.10 ow 0 0| 10 0 
~ 14022, z : 
I=0. 
这 时 二 次 曲面 (了 D 的 特征 方程 是 
| 0 
所 以 = 0 或 )2- TXT 一 0， 
从 而 知 二 次 曲面 (也 的 三 个 特征 根 为 


和 一 Cil， ha ~— W29, hs=0, 
此 外 ,由 于 : 
.288 。 


O14 0 0 0 _ 
7 了 0 Cs 0 0 
“lo 0 0 a 
0 0 Ca4 0 
一 一 (110n20; 4 一 一 7a033。 
所 以 Q34== 一 一 4 
因此 第 开 类 曲面 的 简化 方程 可 以 写成 
merry Re ra 


这 里 为 , %;s 为 二 次 曲面 (D) 的 两 个 不 为 誉 的 特征 根 ， 
83° Ts 一 一 0，I# 关 0， 这 时 二 次 晶 面 (了 D 宕 示 第 III 关 曲 |, 
它 的 简化 方程 为 ; 
QL “十 0220 2 二 0 一 0，0iicio 天 0 
象 情形 2° 一 样 ,这 里 ii 与 cos 分 别 古 一 次 由 曾 () 的 二 个 非 
零 的 特征 根 Mi 壹 No, 并且 
Ta= i1029, 


、 7 } 
kK 2 一 CiiGQ22044= 了 2C44) 


所 以 四 = 了 
因此 第 II 类 曲面 的 简化 方程 可 以 写成 


a0 十 Aoy ?十 了 2 


这 里 和，7a 是 一 次 曲面 (了 的 两 个 不 为 零 的 特征 根 . 
4 ss=L4=1 一 0， 天 3 关 0， 这 时 二 次 曲 面 (1) 表 示 第 Iy 类 
曲面 , 它 的 简化 方程 为 | 
ali203 十 20001 一 0，alaels 类 0, 
所 以 {1 = 011, fs=13=0, 


=0, : (6.7-3) 


C89.. 


向 转 征 方程 为 | 
/ 一 和 -二 7 了 0， 
Mi [i= 011, D2 = hs = 0, 
又 图 为 
Ks= Ky 
a 0 01 fal 0 0 
一 0 0 aw+i0 0 0|T+ 


| 
10 ass 8 | | 0 0 0 | | 24 


[| +r FF 
er VWn4 = — {1d91, 
| / KR. 
' F - 
斯 以 da 一 一 一 
Vi 


因此 第 IV 类 曲面 多 简 化 方程 可 以 写成 
0 /TR 
大 他 2 ja A 0. 


0 
0 


0 a 


0 - 


0 


0 | 
0 
(6.7-4) 


5。 Js=74= 了 J 一 玉 ~…0， 这 时 二 次 曲面 (表示 第 V 类 周 


面 , 它 的 简化 方程 为 


19 ， ? 
11 +g4=0, W111 0. 


象 情 形 4° 一 样 , 这 时 二 次 曲面 有 了 崔 一 的 非 零 特 趟 刍 


; 
和 二 01 一 了 3 


其 次 又 有 


ft } 
= 11044 一 {0d44, 
于 是 eh 
1 


所 以 第 V 类 卓 面 的 简化 方程 可 以 写成 


0 


01 10 0| 10 0 


, ， | 1 “ ! | 
0 el 10 ad 10 Ca 


通过 上 和 面 的 讨论 ,我 们 得 到 了 下 商 的 符 理 ， 
定理 6.7.4 二 次 此 耐心 当 旦 仅 当 
40 Js0, 表 示 第 工 类 此 面 ,简化 方程 为 


和 iT Ch Mer 十 / =0; 


2° {1s=0, 了 4 尖 人 0 表示 第 ] 类 曲 面 ， 和 化 方程 为 
Mr - 坟 Noy ™ 区 2 一 A a = 0; 
Ls 


3° ,= 了 一 0, 12*0, 表示 第 1 类 帕 徊 ， 简化 方程 为 


人 0 二 hy? 十 地 入 0, 
半 


A? -La 一 1 一 了 -= 0, K,*0, 家 玉宇 iV 类 前面 ， 简化 方程 DA 


ui2 十 2 1 一 —; 
5° Ts= l= a= ,=0, 表示 第 Vv 类 此 Mi 向 化 方程 为 
hk 
了 ,2 | | := 
1 Do 。 


这 四 隐 为 ， ?wv. 5 分别 为 并 i 由 后 (有 给 稚 村 入 要 ， 

从 (6.7-1)，(6.7-2)，(6.7-8),，(6.7~44) 与 (6.7-5) 我 们 还 可 
以 得 到 忆 : , 
定理 6.7.5 如 果 给 出 了 二 次 曲 而 (13, 那么 用 它 的 不 变量 与 
淮 不 六 最 类书 为 阿 和 并 记 的 条 和 下 

[1 椭 球 南 ; 710，1713 全 0， 一 0; 

[21 虚 椭 球 而 ;70220720，7.D0 

[3] 点 (或 称 虚 母 汉 三 次 狂 耐 ). >>0， 也 0, 一 0; 

[4 凋 时 双 卓 曾 ; [0, 1 寺 0 (或 了 1 夺 0), 上 二 0; 


OD 定型 6.7.5 的 评 因 ， 读 者 可 驳 浏 昌 , 日. 狼 涝 这 训 ,入 拉 韦 可 大 洪 ， 痪 光 四 等 
4 几 放 和 轩 一 次 号 1674， 


* ?21 » 


[5] 双 叶 双 有 曲面 Js 天 0, Ts<<0( 或 Tls<0), < 
[6] 二 次 锥 面 ; Ts 产 0, J 所 0( 或 Lis 拟 0)， T=0, 
[7j 椭圆 扫 物 而 :ya 一 0， Ls4<0; 

L8 双 则 抛物 遍 : 13=0, > 

[9] 椭 阅 柱 太 ， Ts=1s=0, 1s>0, LKs<0 

[101 虚 椭 立柱 面 ; Is=I4=0, 1;>0, LK,>0; 
[11] 直线 , Ta= T=， 一 0, Is 之 0; 

(12| 双 昌 柱 面 : Ls 一 4 一 0， fa<0, 六 3 只 0 

[13] 一 对 相交 平面 ; Ps 一 并 = 开 : 一 0，T<0i 

LHj 抛物 柱 面 : za 一 4 一 7 一 0， 开 3 冯 0; 

[15] 一 对 平行 平面 : Ta 一 Ts 7 一 Ks=0, Ki<0, 
[16] 一 对 姬 平行 平面 ; Ta 一 五 = 五 一 天 一 0, KK1>0; 
[17] 一 对 重合 平面 , 7a= = 7 一 开 s 一 天 :一 0. 


习 是 
利用 不 变量 与 半 不 交 量 ，; 天 晰 下 列 一 次 曲 加 为 何 种 曲面， 并 求 出 它 的 高 
化 方程 与 标准 方程 . 有 
于 ， 妨 十 史上 十 如 一 67 十 8 二 10 二 一 0 


.0 二 十 562 十 47y 一 403 一 4ys 3==0, 


-2Y+ +ry— S320— 4ys ~ 1475— 4y+14s+16=0; 


.4% 5 十 62 一 dvy+ ys+47+6y+4s—27=0; : 
，2xz2 十 32 十 252 一 2zy 一 — 473- 2ys + 2r— 10y— 2g—1= 0; 


4 十 内 十 2 二 47 十 4 十 2 一 247 十 832 一 
pr ttst 20 ， 
Y 信 一 一 zy 二 82 一 0 


opt ge By — 4.78 — dys =0; 
,36%? +9y?+ 4 + 367y+ 24x8 + 12ys — 49 =0. 

， 坟 十 久 十 20 二 47 一 6 一 8 二 21 一 0 

,2722 +2y2 49? -Sey— 2r8— 2ys—20—2y+s=0, | 


结 东 语 

这 一 章 所 介绍 的 内 容 与 方法 , 与 上 一 章 基 本 上 相 类 似 , 它 告 

我 们 如 何 从 二 维 空间 ( 即 平面 ) 关于 一 般 二 次 曲线 方程 的 讨论 推广 
到 三 维 空间 的 一 般 二 次 曲面 方程 的 情形 : 

“关于 二 次 曲面 方程 的 化 简 ,常用 的 有 两 种 方法 , 即 从 主 径 面 出 
发 或 从 主 方向 出 发 ， 我 们 这 里 采用 的 是 从 主 径 面 出 发 来 化 简 二 次 
曲面 的 方程 。 从 主 方向 出 发 , 就 是 先 找到 三 个 两 两 相互 垂直 的 主 
方向 ,以 它 作 为 新 坐标 轴 的 方向 , 进行 坐标 变换 (转轴 ), 这 样 就 可 
以 使 得 曲面 的 新 方程 中 不 再 含有 交叉 项 , 然后 再 进行 适当 的 移 轴 ， 
就 能 求 出 曲面 的 简化 方程 。 由 于 二 次 曲面 的 不 癌 的 特征 根 所 确定 
的 主 方向 一 定 相互 垂直 (8$ 6.5 习题 2)， 因 此 , 新 坐标 轴 的 三 个 方 
向 是 容易 找到 的 ,不 过 在 这 里 必须 注意 , 在 确定 转轴 公式 时 , 新 华 
标 轴 的 三 个 方向 ,应 该 是 单位 矢量 的 方向 ， 为 了 计算 方便 , 如 果 是 
中 心 二 次 曲面 ,我 们 可 先进 行 移 轴 把 坐标 原点 移 到 曲面 的 中 心 ,这 
样 先 消去 方程 中 的 一 次 项 , 然后 再 转轴 化 去 交叉 项 , 这 个 思想 方法 
是 与 平面 上 利用 移 轴 、 转 轴 来 化 简 二 次 曲线 方程 的 方法 是 一 致 的 ; 
我 们 建议 读者 作为 练习 , 自己 去 推导 ， 直 角 坐 标 变换 ; 实际 上 是 一 
种 特殊 的 线性 变换 , 也 就 是 满足 正 交 条 件 的 线性 变换 , 因此 , 它 的 
进一步 就 可 转 入 到 线性 变换 的 代数 理论 的 研究 ， 由 于 线性 变换 与 
矩阵 这 两 种 代数 对 象 关系 十 分 密切 , 因此 ,如果 读者 要 作 进一步 的 
探讨 , 也 就 必须 熟悉 与 掌握 有 关 和 矩阵 等 线性 代数 的 知识 了 ， 
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附录 ”和 矩阵 与 行列 式 


矩阵 与 行列 式 是 研究 解析 几何 的 重要 工具 , 它 的 理论 属于 线性 代数 .为 
了 解析 几何 的 需要 ， 在 这 个 附录 里 , 我 们 将 对 本 书 中 所 涉及 到 的 有 关 短 阵 与 
行列 式 的 内 容 , 体 一 简单 的 介绍 .关于 矩阵 与 行列 式 的 详细 内 容 与 严格 的 论 
证 , 读者 可 以 参考 一 般 的 < 高 等 代数 >. 


$1 和 矩阵 与 行列 式 的 定义 
定义 4.4 由 mn 个 数 排 成 力行 列 的 表 
1 Ca 
(a og … Gan 


Ee (1) 


=- 
mm 


Bd Gm ee hw : 
册 做 H 行 1 列 的 给 阵 , 或 称 入 X 关 答 阵 ， 和 矩阵 生 中 的 每 个 数 都 岂 做 和 拭 阵 的 元 
素 ; 元 素 的 槛 排 吗 做 行 , 行 的 序数 从 上 到 下 计算 ; 竖 排 叫做 列 , 列 的 序数 从 左 
天 石 计算. 每 个 元 素 ay 有 两 个 足 标 , 左 足 标 ; 表 示 它 所 在 的 行 数 , 右 足 标 3 
表示 它 所 在 的 列 数 ， 

定义 1.3 将 x% 和 矩阵 


ml no oe* Cmn 
的 第 和 人行 变 成 第 1 列 ,第 j 列 变 成 第 了 行 后 所 得 到 的 2X 罗 矩阵 


IO Gm Cl 


， hin fun Wm 
本 = (2) 
dln Moan Um’ 
也 这 4 的 转 改 拭 阵 
显然 \4) 三 44 


*° ZI4 。 


定义 414.9 ”两 个 矩阵 4 与 B， 如果 它 们 的 行 歼 广 同 , 列 数 也 相同 , 和 和 旦 
对 应 的 有 同一 足 标的 元 素 相 等 , 那么 这 两 个 矩阵 叫做 担 等 拒 隆 ， 并 记 信 44= 
B | 

定义 1.4 行 数 等 于 列 数 的 矩阵 电 做 正方 趣 降 , 正方 矩阵 的 行 (或 别 ) 数 
叫做 它 的 阶 , % 阶 正方 矩阵 简称 为 % 阶 息 阵 ， z 

定义 1.5 与 % 阶 矩阵 


Qii 019 cin 
4 Us! Wag U2n 
dni Un2 (nn 
对 应 的 一 个 数 ， 记 做 
1G41 。 013 Oin 
14i am Won oan (3) 


音 吉 业者 虽 人 和 


nt ng (Can 

叫做 矩阵 44 的 行列 式 ， 简 称 % 阶 行列 式 . 矩阵 和 4 的 行 与 列 分 别 电 做 行列 式 
4| 的 行 与 列 ， 答 隆 和 4 的 元 素 叫做 行列 式 |4 | 的 元 未 , n 阶 答 阵 4 的 转 者 知 
阵 4' 的 行列 式 


G4 dol (nt | 


(Gd3 tag “ Gna | 
一 (4) 


间 量 加 时 日 过 和 


Clin Won on"* Unn 


叫做 行列 式 141 的 转 置 行列 式 . 多 阶 行列 式 | 和 4| 的 值 , 当 %=1 时 , 就 等 于 和 给 陈 
4 的 元 素 ad, 当 ?>1 时 , 按照 它 的 第 一 行 的 展开 式 米 计算 : 


(fo2 (lon 


阳 是 和 


tno 里 音 齐 Cpr 


(fr na nn 


[和 ) 


和 015 
| 
ni ns 站 nn | 人 有 二 tfnn Cnad [和 Cnn 


- GO 人 Gon_i - 
一 后 " 十 《一 下 ?2410 人 a | | ，. ' (5) 
Cini i ‘in 0- 


例如 , 当 n=2 或 3 时 , 就 得 到 我 们 熟悉 的 二 阶 行 列 式 与 三 阶 行列 式 的 展开 式 


tid Wi9 .， 
一 CitlG33 一 Gilio021y 


al Wa9 


tt Wia Wils 
Wg9 93] | Co1 023 | [1021 Gag 
— win 十 Cd3 | 


Gol Wa2 038 一 CHL | 
433 (33 3L Ua8 Gai Uga 


Ul W832 (83 . 
一 Cit(G220433 一 Q23033) -- Q49(Ga1G33 一 023031) 
十 ads(aalaaa 一 GasGai ) 
一 1409330433 十 0320283631 一 043G31689 
一 (dtco3039 一 G12G21C33 一 (人 93332631 。 
在 这 里 我 们 将 到 二 阶 与 三 阶 行列 式 的 展开 式 是 与 我 们 热 悉 的 按 对 和 角 线 放 
则 也 晨 开 是 一 小 的， 


Gilii Oi» 
ez 
U21 dQ 2z2 


在 % 阶 行列 式 中 任 取 一 元 素 gs， 把 这 元 素 所 在 的 第 i 行 与 第 j 列 划 
掉 , 镜 下 来 的 一 个 % 一 1 阶 行列 式 叫做 元 素 ow 的 余子 式 ，aws 在 余子 式 乘 上 
“一 了 后 所 得 的 式 子 蚂 做 元 素 aw 的 代数 余子 式 ， 用 44y 表示 , 这样 (5) 可 
改写 为 ; 


ii: CQ12 Qin 
人 31 {29 Wan 
|4|= 


nl ne ?nn 
=0411+ G12d19+t :二 QinAin, (0) 


曲 注意 :; 对 角 线 法 则 ,对 于 %8>>3) 阶 行列 式 是 不 适用 的 。 
' 296.* 


《6) 式 简称 为 行列 式 |4| 按 第 一 人 式 的 展开 式 ， 或 简称 为 按 第 一 
人行 展 关 , 


$2 行列 式 的 性 质 
我 们 知道 三 阶 行列 式 有 着 下 面 的 一 些 性 质 : @ 
定理 2.1 把 行列 式 的 各 行 变 为 相应 的 列 ,. 所 得 行列 式 与 原 行 列 式 相 


< 挫 


定理 2 2 把 行列 式 的 两 行 (或 两 列 ) 对 调 ， 所 得 行列 式 与 行列 式 绝对 


值 相等 大》 从 车 相 及 ， 
推论 如 果 行列 式 的 某 两 行 (或 两 列 ) 的 将/ y 元 这 相同 ， 那么 行列 式 等 于 


i 


定理 2 3 把 行列 全 的 一 和 (一 到 的 所 有 元 素 辐 入 某 个 ， 等 


于 用 数 矿 乘 原 行列 式 . 
推论 在 行列 式 的 某 一 行 ( 或 一 列 ) 有 公 因 子 时 ， 可 以 把 公 因 子 提 到 行列 
式 外 面 . 
推论 2 知 末 行列 式 芭 一 行 ( 或 一 列 ) 的 所 有 元 素 都 是 和 那么 行列 式 等 
于 过 
定理 .4 如 果 行 列 式 基 两 行 (或 两 列 的 对 应 元 素 成 比例 ,那么 行列 陈 
等 于 零 ， 


定理 2.5 ”各 打 行 列 式 的 某 一 行 (或 一 列 ) 的 元 素 都 是 二 项 式 ， 那 么 这 个 
行列 式 等 于 把 这 些 一 项 式 各 取 一 项 作成 相应 行 (或 列 ) 而 其 余 行 (或 列 ) 不 灾 
的 两 个 行列 式 的 和 |， / 

定理 2.6 把 行列 式 某 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 以 一 个 数 肪 加 到 
另 一 行 ( 或 另 一 列 ) 的 对 应 元 素 上 , 所 得 行列 式 与 原 行列 式 相等 ， 

定理 2.7 行列 式 等 于 它 的 任意 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 案 与 它们 各 自 
对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 ， 

定理 2.8 ”行列 式 某 一 行 (或 一 列 ) 的 各 元 素 与 另 一 行 (或 一 列 ) 对 应 元 素 
的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 等 于 零 . 

以 上 三 阶 行列 式 的 这 些 性 质 ， 对 于 四 阶 或 四 阶 以 上 的 阶 行列 式 全 部 成 


@ 三 阶 行列 式 的 性 质 的 证 明 ， 见 六 年 制 重点 中 学 高 中 数学 课本 < 人 部? 第 二 册 人 
民 教 育 出 版 社 , 1982 年 12 月 版 ， 


* 97 ， 


3 21 | 
12 £6 10 
例 1 计算 四 阶 行列 式 ,| 
2 0 | 
-1 -7 了 | 
3 9 21 6 1 3 7 39 
4 12 26 10 4 12 26 10 
解 D= 3 : 
2 9 20 5 2 9 20 5 
1 2 一 了 7| -i 2 -7 7 
] 13 72 T 3 7 2 
| 26 13 | 0.0 -11i 
= | =6 、 
| 29 205, |103 61 
-12 -77 I10905 09 
I? -11}; 10 0 1 | : 
| 3 7 
一 人 3 6 1 =6 3 7 1l=6 
6 9 
09 15 9 9i 
一 0 27 一 35) 一 一 和 
人 和 刀 
3 一 和 急 一 忽 各 一 区 ， 
Ya Ya 8 
例 2 证 明 |z3-z 志 ~ 圾 5- 一 


i Yi 2 


证 法 一 


Ti 从 人 4 1 | 
pd 2 Y2 一 上 22 一 “1 0 
(一 一 | 
| 和 Was 一 访 ”83 一 而 0 
| | 
i 一 01 
IX2 ~ YY 一 组 如 一 31| 
' 
TY 
| 一 一 
证 法 二 
| 池 久 ti 1 TX1 久 
本 0 72 Ya 
A 人 : 本 
0 C3 
| DH 0 Ts 


立 ， 它 的 证 曲 将 在 < 离 等 代数 ?> 归 详 细 出 介绍， 我 们 在 这 里 只 ; 


用 它 


的 结 沦 . 


S33 线性 方程 组 
一 - 般 的 线 竹 方程 组 是 指 下 面 的 四 个 中 元 一 次 方程 组 


[ (11 nT 一 by, 


ee. : (1) 


Cy 和 下 由 和 二 市 ti 


六 


也 做 方 穆 组 人 汐 系 数 拭 隆 ， 把 这 些 系 数 以 及 方程 右边 的 常数 项 所 组 成 的 矩 
谋 


Oh hyn PH 


Gml' "Cnn On 

时 做 方 福 组 (1 的 增 广 起 阵 ， 

显然 当 各 一 丸 时, 方程 组 (DD 为 4 个 元 一 次 方程 组 , 它 的 系数 矩阵 4 为 
一 个 有 阶 正方 扰 阵 ， | 

定义 3.1 人 六 X22 第 阵 中 任意 到 天 行 . 下 列 ( 天 委 久 大安 双 )， 2 于 这 些 交 
又 处 的 元 素 , 撤 诛 发 行列 的 先后 次 序 构成 一 个 天 阶 行列 式 ， 这 个 天 阶 行列 式 
由 做 3X 和 守 际 的 不 阶 子 式 ， 

定义 3.2 % 阶 矩阵 的 不 为 零 的 最 高 阶 子 式 的 阶 数 回 做 这 个 53 阶 矩阵 的 
牧 . / 
因 半 ， 当 我 们 六 ;矩阵 的 秩 是 7 时 ”， 意思 就 是 说 矩阵 里 所 有 大 于 等 于 
十 二 卫 的 子 式 都 等 于 零 , 但 车 少 有 一 个 了 阶 子 式 不 为 等 . 

定义 区 .3 如 来 正方 答 阵 的 秩 等 于 它 的 阶 数 ,那么 ,这样 的 正方 短 阵 时 做 
游 秩 矩阵 , 

推论 ” 满 秩 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 | 

现在 我 们 来 讨论 线性 方程 组 人 1) 的 解 ,在 这 归 我 们 兄 讨论 三 个 变 元 的 线 
性 方 各 组 岂 设 


QW 一 般 的 线性 方程 组 的 解 局 讨论, 可 参 方 《高等 代数 >，。 


G1171 + 2T9 + a73 = by 
oat01 十 Gaa0a + doars = ba, 


03121 十 G82723 十 G3303 一 03 . 


它 的 系数 矩阵 与 增 广 短 阵 分 别 为 


Wi1 
A = ol 
\ Gal 


设 4 的 秩 为 4 


G19 
他 53 


039 


(3 


[733 | p= Col 


(33 


1 Wi19 


U31 


(Lo9 


(92 


18 
Ua 


33 


B 的 秩 为 ,那么 显然 有 1<r<R<3. 


bs 
b, 


ba 


(2) 


将 方程 组 (2) 的 系数 行列 式 |4| 的 第 一 一 列 元 素 相应 的 代数 余子 式 4sy 


4n，4sti 分 别 滋 方程 组 (2) 的 三 个 方程 , 然 
(a Ai1 + G91 Agi+ godt) Ti+ (G19A11 + a9 Ao1 
: 《asd + qos dot dosdsi) 


”十 gaz4ai)z2 十 
一 Di 十 D34L31 十 Dos 人 3 
根据 定理 2.7 与 定理 2.8 得 . 
G1 tig 8 bs 
21 dag Qa8! 24 一 | by 
Wal U39 58| bs 
辣 理 ， 得 " ~ 
Qi G19 ti | oa1 
dai W929 (ine 以 21 
LOT a2 (ral 
dd C2 G13 人 11 
dal Wa Wagl Y= | 421 
Ga aa aasl ~ | aa 
Ul Wig Wa 
设 D=|ay -ao osl， Di= 
Gs1 5682 G38 
3 bi oi 
Da= {G2 bo daog 3 Ds = 
i as bs dss 
那么 有 


后 相 加 , 得 


thie 


tinn 


(Lig 


(132 


(3 


(tal 


Do = D,, Dxs = Dy, Drs= Ds 
现在 按 方 程 组 (2) 的 系数 短 际 44 的 秩 与 增 / 息 隆 £ 的 秩 的 各 种 情况 讨 


论 如 下 : 
se S00 。 


(19 
C98 
433 

Di 


to 


“ba 


(3) 


1) 系数 矩阵 4 的 秩 等 子 增 广 和 矩阵 B 的 秩 , 即 7 = 
1° Y 一 必 王 3 这 时 方程 组 的 系数 行列 式 卫 关 0， 所 以 方程 组 (的 有 了 叭 -- 的 


D DD, Ds 
_ 71 二 一 二， 1 三 二 一 一 


D DD’ "DB: 
2° r= 及 =2, 这 时 佐 阵 4 及 B 的 任何 三 阶 子 式 都 为 零 , 从 而 D=0, 因为 
7 二 出 所 以 和 中 至 少 有 一 个 二 阶 子 式 不 为 零 ， 不 失 一 般 性 , 设 行列 式 户 的 元 


迪 dss 的 代数 余子 式 4ss= 本 | 类 0， 然 后 用 DD 的 第 三 列 元 素 的 代数 从 
2 


村 式 A413，42s，4ha3 分 别 与 方程 组 (3) 中 的 三 个 多 项 式 相 乘 而 求 和 ,得 
13403182 +- 9r73 TF QLyT3 — 01) + Aga (tar + 00323 
+ 9ar3 — ba) + Asa da1Ti+ Gaara + Gar9 一 D3) 
FE: (Gdl413 十 Got4a33 十 G31433) v1+ (G19419 + G29A28 
+ a9A33) ot (013418+ 23423+ 033A83) Ts 
~ (biAis+ badgs + 53433), 
根据 定理 2.8 与 定理 2.7 以 及 题 设 7+=R=2, 得 
al141s 十 aal433 十 0si433 一 0， 
C9 A13+ 92 A23 + 32433 =0, 
(13A13 + W93428++ 33 4as3 =D=0, 
bidAi3+ bsA23+ bad3s= Da=0. 
Eri) 
| AisCQuri + arsrs + cs73—b1) + Ags( G101 + Cor 
Qasr3 ~ ba) 十 4s5(aal24 + Gaara Qasr3 — ba) =0, 


因此 , 由 于 4ss 才 0, 当 wi 2， za 适合 于 方程 组 (2) 里 的 第 一 、 第 一 两 


| G11X1 十 ad379 十 Gd3Z3 一 b1, 


62121 十 W922 + C2373 一 bs, 
便 一 定 适 让 1 口 合 第 三 式 
GaiXt 十 Ga27? 十 as8Z3 一 0p8， 
01 43 ea 
因为 | (oy do, | 天 0, 把 (2) 的 弟 一 、 第 二 两 式 收 写 为 
| 0d4424 十 C1373 一 04 一 C4878， 
02124 十 Go282 一 0 一 0x373 


(9 


.801 


尹 《4) 中 解 出 2，23( 都 用 zs 来 表达 )， 得 ; 


1b1 一 04373 0 | at 六 一 43731 
bo 一 (人 toe3To (oa | | 人 baa | 
WN1 = 2 32 yl 238 (有 
CT 《2 | Hil 人 12 | 
ay po 1 Cv3 
04 一 043 Gd19 


G1 bi— dtat 


ba — (oat on 


(fn bo 一 Co3t | 


| 1 I U12 
Qo (a9 Il@o1 G29! 
XT3=Y, (6) 
其 中 为 参数 , 当 t 取 任 意 实数 时 , zy，za，za 总 是 方程 组 (2) 的 解 ， 所 以 此 时 
方程 组 (2) 有 无 穷 多 组 解 . 


83° 7 二 R=1, 这 时 矩阵 4 与 B 的 所 有 二 阶 子 式 都 为 零 , 方程 组 (2) 的 三 
个 方程 的 系数 两 两 成 比例 ， 三 个 方程 实质 上 是 一 个 方程 ， 因 为 方程 的 系数 不 
能 全 为 零 , 不 妨 设 oa 二 0, 我 们 就 解 得 


1 
Vi=———(b1— 地 329 一 G13Z3 )， 
11 4 


- 1 
或 号 成 9) To =i, Ta= 0, 


其 中 wv 为 参数 , 当局” 分 别 取 任意 实数 时 ， xd，22，23 总 是 方程 组 (2) 的 解 ， 
所 以 此 时 方程 组 心 ) 有 无 数组 解 ， 
2) 系数 矩阵 4 的 秩 不 等 于 增 广 矩阵 B 的 秩 , 即 7 尖 忆 
7= 纺 已 =3， 这 时 =0, 几 D1，D2，D3 中 至 少 有 一 不 为 零 ， 所 以 由 
(3) 知 方 f a 组 (2) 无 解 . . 
2° 7=1, E=2, 这 时 矩阵 4 的 所 有 二 阶 子 式 痢 为 夫 ， 因此 方程 组 (2) 中 
的 三 方程 的 系数 两 两 成 比例 , 但 是 .五 二 23， 所 以 在 矩阵 B 由， 诗 少 有 一 个 二 阶 
二 让 不 为 老 , 不 妨 设 


那么 


oi 9 dys oa? 
于 以 方 各 (2 的 第 一 .二 两 方程 为 矛盾 方程 , 因而 这 时 方程 组 (2) 无 解 ， 
综合 上 上 曾 讨论 的 结果 ,我 们 得 到 


00 4 


定理 8. 工 线性 方程 组 (3) 泊 解 的 元 要 娄 件 是 它 的 系数 矩阵 4 的 秩 等 于 
增 广 矩 阵 卫 的 秩 ， _ 四 
。 定理 8.2 - 线性 方程 组 (2) 有 叭 一 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 4 为 满 秩 知 
阵 , 或 深 数 行列 式 D0 四 

定理 8.8 ”线性 方程 组 (2) 有 无 数 解 的 充 要 条 件 为 r= -R=2， 或 + 一 
一 了 


例 14 解 线 性 方程 组 | 
{ 1+ 3r2 + dvs= ~-2, | 
I Dra 十 3278 一 8， 
dz -33 十 7Z35 一 6 

解 ”方程 组 的 系数 矩阵 与 增 广 矩阵 分 别 为 


i 3 4 1 3 4 -2 | 
A={[23 5 31 B=|[2 583 8, - 
3 8 7 3 87 6 


下 全 入 人 至 一 2 所 以 方程 有 无 穷 多 组 解 ， 
因为 | ” -| 0 所 以 由 方程 组 的 第 一 .二 陆 方 程 解 出 内， 4 得 


X= Trs, Xo = ~ 12— dr, 
或 写成 Xi1=64 1 1lt, £3= —12— 8t, ws=t, 
夫 中 的 为 参 禾 ， ~ 
侍 线 性 方程 组 (1) 的 右边 的 常数 项 轴 ，5o,，…:，Bbm 如 果 都 为 零 , 即 
GT 十 十 CnZn 一 ( 
os 。 (8) 
(Gt ng + man =0, 
了 么 方程 组 (8) 叫做 齐 次 线性 方程 组 。 下面 我 们 只 讨论 三 个 变 元 的 齐 次 线性 
方程 组 ， 


[ WT 009 + tigT8 = 0, 
| (iri (eonr9 + gar3 = 0, (9) 
C1 tL- Loowo +t 3973—=0, 
它 的 了 系 煞 矩阵 与 增 广 逢 阵 分 别 为 
CT Ul2 Cis 1 19 0 
人 A= Go cos tra | B= coal Con Go; 0 1, 


Ca Hse ss Wei Usg ds3 0U 


容易 署 出 这 两 个 矩阵 的 秩 总 是 相等 将 ， 因 而 它 总 有 解 ， 显然 各 0 m0, 
zs 一 0 是 方程 组 (9) 的 一 组 解 。 i 
”定义 8.4 “线性 方程 组 的 解 如 果 全 部 都 是 零 那么 时 做 索 解 如 果 不 全 
是 零 ,那么 就 叫做 非 零 解 。 : 
天 此 齐 次 线性 方程 组 总 有 零 解 而 非 刘 次 线性 方程 组 的 甫 孝 是非 堆 角 、 
根据 定理 3.3, 容易 知道 , 下 面 定理 成 立 : - 
定理 8.4 章 次 线性 方程 组 (9) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 其 系 数 行列 式 
D=0. 
例 2 解 齐 次 线性 方程 组 


hs, 


{WT 《10) 
z \ gsr + by + C28 = 0, | - 
解 ”如 果 系数 矩阵 
b 
人 1 网 
tn bo Cn 
的 秩 为 2 那么 定 阵 4 弃 少 少 有 一 个 - 阶 子 式 不 为 夫 不 失 一 般 性 , 设 
val by z 
0 
Un pl : 
1b1 C1| c1 | 
ibo : Co (to! 
py 一 2 二 全 < 一 2 
那么 2Z CT 
a bal px ba 
i 用 cd C1 0 1a1 bb1| 
所 以 得 X= f, Y= tg 路 
be 09 C9 Co) Go ba 
其 中 {是 参数 这 时 方程 组 有 无 数 解 , 它 义 可 以 写成 - 
bi cil lor Ci b1 和 
vs 4 二 . 各 了 
7 ba Co “ | 6» qo | i Qo bo ( ) 


如 果 系 数 矩 阵 4 的 秩 为 卫 那么 它 的 所 有 二 阶 子 式 都 为 零 ， 方 穆 组 (10) 
中 的 两 方程 的 系数 成 比例 ， 因此 潢 是 其 中 一 个 方程 的 解 ， 就 是 方程 组 的 解 , 这 
时 方程 组 (10) 有 无 数 解 . 
顺便 指出 , 二 元 非 齐 次 方程 组 
{ty m0, 
0378 十 D301 十 co 一 
训 是 在 人 中 设 ?= 主 的 结果 , 因此 根据 上 你 ,方程 组 人 2) 的 解 是 ， 


.304 。 


(12) 


l= | C4| 1c1 al. at bi 


| 


Ps (2 


ea oo igs bal” 


如 果 ,| =0 而 其 他 两 个 行列 式 不 全 为 零 时 ， 上 述 结果 便 有 和 盾 ( 困 1 


0), 汉人 非 江 沁 线 入 方程 组 (12) 为 一 元 矛盾 方 和 组 ， 方程 组 (13) 无 解 。 如 果 
(13) 中 的 三 个 行列 式 全 为 等 ， 那 么 (了 2) 中 的 两 方程 的 系数 及 常数 项 成 比例 
两 方程 仅 大 一 个 不 为 零 的 稼 数 因 本 这 时 方程 组 人 12) 称 为 相传 方程 组 。 


9 4 和 宅 阵 的 滋 法 
定义 .1 一 个 wxn 矩阵 4=(qj) 与 一 个 axp 和 矩阵 互 = (by 的 乘积 
是 一 个 %xp 和 矩阵 C=(cs), 记 做 C=4B, 矩阵 C 的 第 i 行 第 万 列 的 元 素 等 
于 和 矩阵 和 4 的 第 i 行 的 个 元 素 与 矩阵 B 的 第 列 的 对 应 的 n 个 元 素 的 先 积 
之 和 , 即 


《1 一 Daby, i 二 14， 2, “es, m’: k=1, 2, "** ,DD, 
从 这 个 定义 可 以 看 出 ， 两 个 因子 矩阵 只 有 当前 一 个 因子 矩阵 4 的 列 数 与 后 
_ 个 因子 矩阵 如 的 行 数 相 同时 才能 相 乘 ， 而 且 前 一 个 因子 矩阵 4 的 第 ; 行 


的 元 素 出 现 且 只 出 现在 乘积 矩阵 0 的 第 i 行 中 ， 而 后 一 个 因子 矩阵 瑟 的 第 
# 列 元 素 出 现 且 只 出 现在 乘积 矩阵 0 的 第 列 中 ， 


11 al py bo | 
例 1 妇 打 人 4 一 | col qo2 | B=( ") 


Do21 b29 
Ugi a9 z , 
(4 C19 
. : b 
那么 AB=| ao ass 领 ") 
bo ba 
a1 W393 


Qii011+ Giab2s 011012+ G12099 
2 Cn bi1 + 29001 G91019 二 22022 | | 


，CG31 on 十 Gaa0al Qa1b19 + daab22 


1 2 
例 2 加 果 本 。 ) 2 一 (3 1 
7 2 1 83/ 3 


a 1 & 
六 mf 9 本 
加 A ( 1 内 
Na 3 
{ 9 /7 3 8 几 
=。 > 1 7 ~ 
P42 ( ) [ir ol 
; 2 1 3/ 
2 2, z 罗 光 D 135 


从 们 1 本 局 特 负 , 因 世 :和 了 五 的 列 数 为 , 仙 短 陈 二 的 答 才 和 3 所 人 和 
阵 另 与 刀 不 能 要 瑟 , 即 玉 注 役 有 和 营 义 ， 认 例 2 2 有 出 44B 守 B44 . 艇 地 漳 站 
婚 降 的 乘法 不 满足 交换 律 , 一 
人 鲍 3 过 其 保罗 让 中 和 外公 陈 可 | 
和 GOB c | si a, : 四 
J sin Gi COS OY, 
(= 7 C08 G4 4 cos es COg rg, 
= CO8 fT GOS 3 二 2 cos By, 


”过 
| Ss GCOS YI TY EOS Y2TE COS YB 


利 畦 年 阵 池 法 分 别 可 以 写成 
[8 


x cos@ SInNo zt z z 
(,)-(s ) (,) (4:1) 
?/ sin a COS et oy : : 


地 . - - -| 
1 ”~ QOS CT COS Ca COS 全 .| .| 
4 1 eosBi cospb cospBs ly |) (4-2) 

2 CS TY COSY2 COSYa 2 


COSw4 CO8SQ COORGQ; 
Gas [下 GOS {So CIS “| 


COSYI COBTg Vos Ys 


Pi 


Ct 


COSA -RSInGAN 
共 中 短 阵 。 “( )= 


Sig CUS 址 


分 别 叫 做 (4-1 与 (4-2)》 的 变换 矩阵 ， 
和 矩阵 乘法 有 着 下 面 的 性 质 
定理 4.1 和 矩阵 的 式 法 满足 结合 律 , 即 
(4BJC=A4CBO -4-3) 
证 没有 4，B, 0 分 器 为 wxXn, nxp, 0Xx2 抽 阵 , 证 做 
A= 0). B=(tby), C= en), 
这 里 f=] 2. 1; ‘i=l 2 1 3 9 


根据 算 阵 季 法 的 定义 , 有 
和 


AB= (a@,.), 万 0 一 le 


这 里 人 一 -> by jl 2， “ee, 让 二 -1, 23... .DD, i 


he + 
rr 


én = = Nbc j=1, 2. 0 21, 2 0 dy 


ff 


其 次 又 在 CABYOSCfi), ACBO= 0 Es 
这 电 
9 TS 
fai= > a ph 人 Sets, | 
站 = 让 E21 \ “jl - 1 
. 9 Ld ' 
一 2, 这 人 Dens 
kl 324 ， 
0 a D 
9 2 disest 一 全 | a > barca ) 
j=1 了 一 二 
~ 到 
他 他 Ga i=], 2 心 ) 4 i 1=1, 2, “tt, q. | 
二 各 和 
, 5 - . 。 
因为 >， YY ah, TT = > ds Da 
上 v=: ; Fes 
Erk fil = qa 
; 展 招 生 义 二 .23 得 (AB)O= .ACBOY. 
定理 4.2 算 阵 的 转 连 与 ji 淮 开 和: 大 阮 蚌 
(4 万 一 B (4-4) 


证 .根据 定义 1.2, 和 的 第 i 行 第 3 列 的 元 吕 是 大 阵 AB 的 第 
j 行 第 了 行 与 
乘积 之 和 另 一 方面 短 阵 4 的 第 7 行 元 素 就 是 矩阵 4 的 第 了 列 的 元 素 ， 潭 
所 阵 的 第 i 列 的 元 素 就 是 矩阵 B' 的 第 1 行 的 元 素 ， 所 以 和 矩阵 (4B) 的 第 
i 行 第 了 列 的 元 素 等 于 B' 的 第 i 行 与 4' 的 第 了 列 的 对 应 元 素 绞 可 之 和 即 
正好 活 于 已 4 的 第 4 行 第 了 列 的 元 素 , 于 是 定理 得 到 了 证 则 。 


(4 da Di1 bis 
例 ? Lo 才 4 -( ) =-( ) 
Ml 1 ba: boo 


Wat Con 
那 反 ， 
0440 村 1 十 roPDo Qi1039 "+ 12Da0 ) 


CC 


ww 


国 3 
| 二 - 二 


dabit Tabo! da1b19 + (oobin:; 
( HADI 二 cdoto God 十 2 ) 
HitDa0 -fioDao (tetbe -全 Cract)a9 


= ) (pg 


b19 Dao in 3 站 


在 两 矩阵 的 相 乘 中 ， 当 和 矩 阵 是 同 阶 的 正方 矩阵 时 ， 它 的 乘积 矩阵 灵 然 也 
是 同 阶 的 正方 矩阵 , 这 时 因子 矩阵 的 行列 式 与 柔 积 和 阵 的 行列 式 之 间 有 着 一 
个 重要 的 关系 式 , 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 .3 两 4 阶 短 降生 名 的 行列 式 等 于 短 隆 的 行列 式 的 乘 和 即 

- 14B|=|4|.1B), (4-5) 
我 们 以 三 阶 正方 矩阵 ” 和 : 

Qii Qi2 dai8 fo b1 bi8 

ee Ga2 | so D23 bas” 

Dal bs bs 


为 例 ， 说 明定 理 4.3 的 证 法 ， 先 证 明 下 面 的 两 个 引 吾 : 
i 03 6048 > 0 0 0 


roi W329 {a3 


Qal lo 08 0 0 0 

dat dag as 0 0 0 
-09 bd pa psl 
0 -1 0 bat boy bos) 
0 0 -1 bs ba ba 


ai da Gtal 1ot ‘big bs|D 


| 


引 理 1 也 


ja Cd22 6231 i021 23 Do3 的 
6431 039 0Q33j |ibs1 bssg bas 

证 逐步 按 甩 的 第 一 行 ， 第 二 行 , 第 三 行 展开 ( 即 每 次 都 按 新 行列 起 的 
第 一 行 展 开 ), 我 们 得 到 四 四 
Qa2 -A 0 0 0 

Go G3 0 0 0 
DD=ai| 0 0 bn Do Da 
-1 0 be bs bos 
0 1 ba bs bs 
ad dy 0 0 0 al db 0 0 of 

ad ds 0 0 ,| at 0 0 0 

一 6 |~1 0 by po bo 十 al3 -1 0 :pt bio b13 

0 0 bs pb ps 10 1 bi po bos 
0 .- 工 ba aa bss| 下 0 ps bag 2D33 


人 最 记 实际 上 应 用 拉 普 搁 斯 定理 , 按 DL 和 前 | 号 行 展 开 ， 这 齐 | 得 引 理 的 结论 ， 见 《 高 等 
Fa 


‘ 308. 


gas 0 090F 1a 0 0 0n 


0 : pit bla bis 0 bu bn . bi3 
oY) 0 py Bog. bos| | 1 Bo bag bse) 
1 一 ba 0s Cas | 0 ba bs Das 
aa 0 0 0 Ig 0 0 0 
z 0 6b: Do O19 —1 bii pi3 013 
3 0 Do Doy bo 下 | 0 bol bras Do23 
| ba po basl 0 bal bo bas 


4} as 4 all 
一 by bo 093 


0 ba bs bs 0 bs bso bss 


< 《allas2G53 十 Gd90C38Q31 十 C13021033 一 Cl1G23033 一 G19091038 


Di1 bd b18 
一 015Q33081) ba  D33 ba3 
Dast bssg Dass 


1 Ci Wi 


we {tot Us toa3i* 


Gal Caz Css! Iba! bsg baa 


引 束 2 

Wil ie Wa 0 0 0 
as oo Gd 0 0 0 
= tat ds as 0 0 0 
-1 0 0 Bb py bi3 
0 -1 0 ba py po3 
0 0 -1 bs Vag bess 

Cli Ci2 C13 

eic Gog Cog , 

jcat C3) 083 

式 由 Ci = Slab i, Ek=1, 2, 3 . 


证 在 行列 式 D 的 第 四 列 如 上 第 一 列 的 bu 倍 , 第 二 列 的 bw 倍 , 第 三 列 
Y bat 僧 ; D 的 第 五 列 加 于 第 一 列 的 b19 次 ， 常 二 列 的 bso 和信， 第 二 列 的 035 倍 ; 
DD 的 第 六 列 加 上 第 一 列 有 的 b13 售 , 第 二 列 的 ps 倍 , 第 三 列 的 bss 倍 , 就 得 到 


"39 


和 3 午 
z 1 SS SS ,|. 
Qt 443 dl3 们 Gd 人 1b Sobn| 
J 二 9 ?7 三 


| z : 3 3 3 : 
“i 、 
[a Way wos > 904 At 让 的 Pd 
: ?= j= 


=! 
D1 3 3 ， 3 
G9 C39 Una 之 (人 和 庆 >2 WBs0 i 全 U8 jo 
: = ?= I= : 
-i 0 0 0 0 0 
0 一 工 0 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 


(13 C1 C19 C13 
C4 C12 C13 
a3 Cal C99 C098 | 
|Cal C99 131。 
(338 CB C32 C89 | 


| C31 C32 (83 


根据 引 理工 与 引 理 2, 定理 5.2 也 就 被 i 正明 了 ， 这 是 因为 


[bs bi2 bi3 
,| 已 | 一 [os Doa posl， 


ba3l 0033 b33 


wil Wia G18 


[| = Ual (29 428 | 


tod on day 


U1 C12 Ci3 
1A4B|= :ci (22 Coa|, 


[C31 C3 ‘C33 。 


“一 一 ™ Ces Dj, ?， » 2 3， 


后 


所 以 55 
.00 «. 


让 上 上 证 法 可 以 推广 到 两 人 2 的 阶 正方 算 阵 的 请 形 . 


得 和 


例 和 4 试 证 12，Is 是 二 次 曲面 在 转轴 下 的 不 变量 . 


证 丰 为 二 隐 曲 面 
Fy, Y, #8) EAT 二 dg 十 d335- 十 201a78 十 204022 十 2008Yy3 
2007+200y + 2492 TF a=0, (1) 
基 中 li1= 011 + a2 + ts, 
Ii Gi2! {U1l O01+131 人 22 《ta8 
/2 一 | 二 | 十 |， 
[al Goal laig Gasal Las, assl” 


Wi3 W288 33 

仅 与 中 的 二 次 项 系数 有 关 ， 而 转轴 公式 (6. “是 一 个 齐 次 线性 变换 ， 因此 

在 i 上 下 将 信 CD 次 而 和 为 新 方 二 火 项 系数 ，- 一 次 项 系数 变 为 

了 得 的 一 次 项 系 妾 , 而 常 数 琐 不 变 ， 从 i 我 们 只 要 考虑 人 的 二 次 项 部 分 
D(z, y, at 十 003 玉 十 6832 十 20437g T2017 十 2039815 

就 够 了 ,利用 短 阵 把 它 写 


a 


Ql1 G19 (3 几 
DF, y, aT Y EN oa Go 098 7 | (2) 
Cig (tg tos g 
同样 地 , 把 转轴 公式 (6.6-3) 也 以 矩阵 的 形式 表示 为 
多 co3 od 008 Co 008 Qi3 kK 
yy 一 QOS 83 cos By Cos /fe 时 ， (3) 
\ COSYL COS Ys cos ya a 


取 上 式 两 这 的 转 置 怎 陈竺 
cos Qt GCOSB1 GOS oh 
(Ty se=(x' yf sf ceoswe cos Be cosys, (4) 
COSG3 608 /83 €OS 35 
将 (3)， (4 两 式 代 信人 2 得 一 光 遇 商人 经 芝 科 有 (9 导 的 新 方程 的 一 次 
项 部 分 为 
cosod COSPB1 Cos~y 
DT, YF) Ye oscd Cosfe cos3a 


GOs 0 CospBs: Cosys 


. 811. 


M4 Co dia 0080t CoS C0sas 人 


{ 3 02? Ca3 TeosB: cos Ba cos ps J 
a18 02 da3/ \cosy1 Cosyy cosTs/ \g 
Qt We 8 oT 
={w%g) | ar Qo Go8 vy 
G1g Urn3 (sa 人 . 


所 以 
QG19 Qa do3 | | 
G18 G23 tt33 
COs ad COSB1 08 9 G44 CQ342 (13 
=| eoS ay GO08 1 6G0S 3 Ay de2 (tog 
Cosas cos Ca cos 3 Wl8 (35 Cd23 
f GOs M1 Gosco COsaa : 
[ cosB1: cospBs COS Bs 
‘\cos V1 €OS 3 oos ?3 
因为 矩阵 之 积 的 行列 式 等 于 它们 的 行列 式 之 积 ， 从 而 窗 
Ql G9 643 
13= Ia G9 dog|- 
“ 33 : (23 G33 
cos oy CO%8 有 1 COS ‘yj Oi Co Wig 


=|Cosag C0S8B2 cosya | .ia Go ogl 7 


CosQs CosBse cos7y3| 19413 G03 ds 
cos ol .COSQ3 . Cosa 
“| cosB1 ospBs .eosBsl, 
COSY1 COSY2 COSqYys 
根据 (6.6-7) 得 


1/ ? :i 
CT dg Wi8 Cil di Hi3 ' 

f 1 ) ; ' z 
Ja 一 |ai3 9q23 aos| 一 |ai3 ao a2! =1: 


f { | 
3 (ag 033 43 ys C38 | 


为 了 证 明 工 与 14 也 不 变 , 我 们 首先 指出 经 过 转轴 (6.6-3) 多 项 式 + 
十 22 变 为 x? 十 42 十 22C§ 6.6 例 2)， 
现在 考虑 一 个 新 的 二 次 曲面 方程 
vr, Y, 8) FD, Yy, 人 一 2 十 沪 十 的) 一 让 (5) 


“312。 


这 时 的》 是 任 音 回 定 的 常 歼 ， 经 过 转轴 变换 (6.6-3)， 显 然 二 次 卓 而 (5 的 广 
程 变 为 | : 


Vv, Y, o) = ee- ACV2 ++ 2) =0, (6) 
因为 二 次 曲面 的 转轴 下 的 I 不 变 ， 市 这 i i 
Jan—h co Cd3 
La a dh cd23 


3 (U23 (83 一 人 
f r ” 本 
G11 一 人 613 G13 


1a(y) 一 | ae 2A wa | 


本 r 
《1 U23 Gas~—h 
z , ， ， 
CH 一 人 2 C43 G11 一 小 G12 Cin 
£ ft . 
所 以 | i 一 人 : tto2 ，| 一 CT2 Ga -~ 六 Gs 
Qs ~ (og Usg—A| Us ds 人 
Bp — Tt Ts=— +A LA+ls. 


国 为 这 里 的 和 是 任 一 常数 ， 所 以 上 式 对 于 人 是 一 .个 恒等式 ， 因 而 在 转轴 
(6,.6-83) 下 有 五 ==J1, 1 二 1 13 二 了, 

因为 在 移 轴 (6.6-1) 下 , 二 次 曲面 (了 的 二 次 项 系数 不 兴 (8 6.6 例 1), 所 
以 仅 与 二 次 项 系数 有 关 的 ,Is，1s 也 不 变 ， 再 结合 上 面 的 例 名 我 们 就 得 
yi，713，73 分别 是 二 次 曲面 在 直角 华 标 变换 干 的 不 挛 量 . 

例 5 试 证 五 是 二 次 曲面 在 直角 坐标 变换 下 的 不 变量 . 

证 因为 上 是 二 次 曲 男 居 ) 的 电 隆 的 行列 了 利用 矩阵 把 (1 与 直角 坐标 
变换 46.6-8) 分 别 改写 为 

Olt G2 Wi8 人 人 4 


dd2 (og U23 Ug4 


Fa SS 


Fz Ys =0. (7) 
18 《aa Ua3 Wa4 
ls Wad U34 Gat 
1 省: COSa1 CouSasg coSsC3 Yo /他 
y | [eosB: cosBs cosBs yo 1 1 ， 
一 . fr J (3) 
3 COSYL GOSYg COSY3 #0 
ji/ \0o 0 0 1/\l 
从 六 有 


‘Jos Go8s 有 1 
cosay Co8B cosyy 0 
Cos D3 G i 
?4 1 / 
将 (8), (9) 商 式 代 入 (7), 即 得 二 次 曲 商 (1) 在 直角 尘 标 实 席 (6.6-8) 下 的 


程 为 / 


cos ys 中 . 
(9) 


CUS A 


家 二 


四 


cosod cosB cose 0 \ 


COS Ca COS 让 COs 0 
Fr, $y, 3) yy 2 1) " 51 “73 


和 


coO3SQ3 Cos fs CoS a 0 


Te 4 Fy 1 
0 (149 G13 G1t 1 COS 0 CQS “OS Ya Xo 
#2 a9 a3 tag ' COS 1 CoS Ba Cos Bs tf0 
, MM 
W193 (te3 Gag Hat t' COSY4 COSAg COST fo 
Oy ot Oss i 0 U 0 1 _ 
和 
J 
‘1 ,=0, 
， 1 
所 以 | 
loses cosB1 cosy1 Of {61 a G18 Ci4 
了 [oo08 0 Cos pa COS 32 0 ja (fag (23 Gad 
coOS@3 Cosfs Cosy3 OF [os (og (sa (ls 
1 
Vo Yo 20 {Tan dy das Ws 
COS CC COR ma Cos C3 Xo ] Wi Ma 9 G14 
CO CosBa cos Bo to i tg (ng ‘Wag {21 
. 一 | 一 了 4 
COS 4 20989393 COSY3 2 | (3 dag lss 31 
0 0 0. 1 | a Way 34 44 


于 是 行列 式 及 的 确 是 二 次 曲面 的 不 变量 ， z 
例 6 证 明 Kj] 与 下 , 证 转轴 (6.6-3) 下 不 谈 ， 和 而 存 移 轴 (6.6-1} 下 一 : 般 


问 改 变 , 从 而 五 1 与 五 ?是 二 次 曲面 的 半 不 变量 ， 其 中 


f 


CT dl 


bell 
Pr 


Ki 


|G G44| 


,| ‘22 U24 


| Cio 4 | 


Qs3 G34| 


Lf 


| 
(£14 


fat: Qin | Ot Oa CI IG 038 (31 

] : | 
Ra= | da Wal ld 033 GT 123 ds Gal, 

| | 

[a oy dn)| Gi4 a4 (44 [Ga Gas O44 


证 入 5 已 二 明了 二 次 则 而 站 直角 坐标 变换 下 是 不 灾 的 ， 办 此 由 于 
一 从 测量 (5) 通 过 转轴 (6.6--3; 变 为 (6), 从 而 我 们 有 
Th) = Ty), 
C11 一 人 人 C1 Ai13 O14 Qi1t 一 入 (人 人 13 Oat 
‘i cf -0 Gang Gg (Ct19 (oy 一 人 人 (vag 
bl + r ”| / 一 | 中 
Ug : ass tf 一 六 人 3 CH 3 (on os 一 ~ 几 Un 
G14 Qa 033 Cia4 O11 9} (a4 (744 


内 i 这 下 的 入 是 任 证 --. 常数 ， 所 以 上 上 式 关 于 入 | ， 的 党 
了 峭 个 寺 这 汐 项 式 的 对 空 系 数 是 相等 的 ， 所 以 入 项 与 入 项 的 系数 分 
站 注油 于， 计 界 7X! Es ;系数 ， 我 在 ] 得 


? ， f f 
| mis) ， | Ctad | Ka3 《3 入 
| / 二 | ; 六 
li 1 C44 | 全 4 Cad {tad Ciad 
| ” 1 人 Fp 
It 1! ,| 9% Gog + | (34| 
14 gs: ld Oys | Css cas | 
PF_s 
3 1 F _* | F F pF 
tt tia Cid be 18 Qa a2 Cg fa 
1 P 网 + | . 严 | 8 p t 
2 tag og oF 8 U3 Ga4 28 (tag Cag 
? ~ Ff | _f f 六 1 
C4 ng Wad Hs Ga4 Ua | G24 (3 4 
la da dau) ali Os Gls 29 《28 | 
! ,| 
一 |01? U22 024| 1 Ms C33 Ua3sl 十 co3a Qs3 Gaals 
| fia os wy iuly Us! ts4 Cas C34 Us 
天 四 
引 Kl=Ai5S Ks,=K, 


化 是 在 艳 贺 (6,6-J]) 下 到 1 与 及 一般 是 要 改变 的 , 例如 
Fr, yy 2 E24223 + 2ys=0, 
它 的 天 1 一 0， 天 ,一 0, 员 通 这 黎 轴 (6.6-1)，P(zw, y, 4) 变 为 


人 ZU 8)2ry +28 + ys + I so0)w’ + 2(ro + go) 


+ C0 Yo)# + Coyo + zos0 + Yom). 


i 训 这 时 
.1 0 Yo 十 2 
人 1 
1110 士 20 2 (‘woo 二 oso 二 Yoo) 


2 


0 二 
70 十 80 2(C%0yo0t L080 Hotso) 
0 Tot Yo 
xot+to 2(x0Y6+ Toso i Yoso) | 
一 一 上 (yo 十 #0)? 十 《Yo 十 20)* 十 (0 十 好 jo) “大 0. 


-1 
人 


0 1 p+ 
Es=| 1 . 0 z xzo 二 5 
yrs Los0 民 7ot 十 2050 十 4oz0) | 
0 1 Yo 20 

十 | 4 0 Xot Yo : 

oiso Zotyo 2(Xoyo + Voso + Vos0) 

0 | 本 Xo + go / 

十 | 1 0 Xo Wo i z 

vot+#o Voto 2\royn 十 2030 + yoo0) " 

一 22 二 21 十 2 台大 0， 
所 以 1 KaEKy, 


因此 Ki 与 瓦 7 是 二 次 曲 曾 的 半 不 变量 。 


,316 


8 荆 .于 

1 (1) 单位 球 而 ; (2) 单位 贺 ，(《3) 直线 ; (4) 两 个 相距 为 2 的 点 . 
2. OA=Eri, OB=7/h, O00 =AB, 0D=B0, O08 =0D, OF =DE. 
4， (2)，(3)，(5); (1),，(4)，5. 共 线 矢量 为 : 4B 与 ,BO 与 BO', 04 
与 04'; 共 面 矢量 为 4B，BC，04, 2B B'O' 与 O04 AB, A'B' ,4 与 
BB'; BO, BO’, BB' 与 00’; 04, Od, 00' 与 44 以 及 4 已 AB 与 C0 1 
BC， 有 CO 与 444 O04, O04 与 BB. 


§ 1.8 
1. (Dalb; (2 a,b 同 (3) ww b 反 向 且 |a| 之 |b1，(4) a, b 反 
向 , (5) a, 6b 同 向 且 la|>|b|. 2. (1) 2(zb—ya), (2) 4ert+es, ~—2ei+ 


des—3es, —3et+il0es-7es (3) z= -二 (3a 十 4)， y= - (24~ 3b). 
3.. BEF-3a+3b-5c. 41. 提示 : ' 取 一 对 角 线 的 中 点 ， 证 它 也 是 另 一 对 角 
线 的 中 点 ， 枫 。 因为 0 OM OAds= A O04, OAs + Os = A 0 OA s+ 
04i=204， 0D4 上 04:=2041， 所 以 : 2(0414 二 042 十 … = 
0 十 0O4 从 而 (六 -2)0044 04? 本，… 二 04 一 0 焉 然 和 关 2， 因此 
O41 ++CO4s 十 … 二 04; 一 0，18.， 提 示 ; 应 用 上 题 结论 . 
玉生 

1. . (1) AB=T(a—b), 到 = 地 (e+ 中 万 = -3 (a-b), D4= 


-a+b): (9) BO=5(29-p), OB=#(a-2p). 3. ea 一 (十 和 人 


+ Atpet (pty. 4. (1) 念 = 呈 w+ 可 es = 二 ae 

(2) 7 el ee 5. OG = 04+ OB+ 06)， ?线性 无 
工 | 

关 ，8。 a= -了 5 二 c。 芭 。 提示 PiG=l 久 3 汐 四 点 共 面 的 充 村 


”O17 。 


有 条 件 是 二 尔 芝 PDs DBP, 记忆 线性 相关 ， 


70, 0, 1), P(3- 1 诗 ) 及 (去 3 到) 3. (1) (2, -3, 1), 
(—2, —3, —1), (2, 3，—-1) 与 (4, b, _60), (一 GD， CC (4, —b, 6): 
(2) (2 3, D), (~2, -3, 1), (~2, 3, —D) 与 (4, ~b, yy (a, b, 
-0), (~4, 一口 C); 《3) 《一 一 2 3, 1), 《一 0 —b, -ce),. 4. 了 一 7 十 14; 
5、 (1 {-5, 和 GD 1 机 3 3 


z= y= +b, 2 一 4 十 6。 
6. (1) DG 3)， M(2, 本 (WDC2, 3 1 MO, 1 D7， GD 共 


线 , AB +A40=0; ©) 不 共 线 ，8， (1) a bY ec; a, b,c 共 耐 亿 c 不 能 表 
示 成 9, 上 的 线性 组 合 ;， (2) a, bb, c 闪 面 ，c 一 20 一 b, 9. 4 一], 2, 4), 


也 人 一 44 — 2), 10. (3 Cw1 TT rat T3t 72), 计 1 i -的 于 0 
二 ( 妈 十 382 十 83 十 534) ) 

1. 一 SV Se, -5V3 与 5V 3el， 5V3. 急 . 坦 示 : 应 用 定理 1.6. 
与 定理 1.6.3. 的 3 

§ 1.7 


1. 2) “ami =bms, a-Bb)m; 一 0， (i=1,，2)， 从 而 得 (@ 一 5)， 
(mm 十 PH) 二 0，(%, . 妈 不 全 为 四， Co 一 Bb) Chm 二 jm2), Ti 3m 二 1) 
Hriia~— RN- 的 住 营 方 问 ， ee -b=0, 或 a=b. 2:; (1) 


(2) -3 (3) -总 ; (4) 1 8. (1) | (BV 14, arccos M4, 
arccos “ee ,arCCOS By 2 ; (3) F; (4) 40, 5.. (WD VE, V6, 


RPR Cos AT -- BTC COS 本 (2) -Vv 10, ~ 14, .6 ,1) 5 ~V 89, 10; 


TS /A 
(2) arccos. arc COS (> 3 ，&rC COS Alv WY., ; (3) VI6T 161 , 4v 2， 


3 ”45 440 
Ex 325 ? (4) 二 2? 3 ) 4|， COS w= kk ， CoS 局 2 GOS Y= 
人. 3 VI VI 


» 218" 


3 | 2 2 3 | 
vi vi vl? ~ 17 
si1.8 
4 (1) 4; (2) 64: (3) 141. 3. 提示 ， 应 用 两 天 景 天 竹 积 的 定义 
-1 1 了 1 . 1 
a (1 {2 ey 一 一 一 了 一人 一 一 一- 
《 ) v3 或 QV do N93 Sv 3 | 


0 


3.. 4 


V3 DA 3 
(2) {3 这 S|. 5. (1) 12vV¥; (2) 二 
0 z 
3V6: (2) 3 ， i 7，(2) 提示 : A?= 工 (ax 的 3 再 利用 
(1.8-7). 
§1.9 | 
2. 提示 . 证 RR| 了 有， 如 人 AC.、8. 提示， 展开 (w vb, w)，4. (1) 区 


而; (2) 不 共 面 ,7 =2，5。(1》 共 面 ，(2》 不 共 面 , 了 一 19 可 1 一 4 元 


§ 1.10 z z z | 

1，{3, 4， 一 中 ，f 一 1, 2， 一 堵 、%， 提 示 : 把 等 式 展开 ，8， 提 示 ; 利用 
公式 (人 .10~-1)，5， 提示 :: (bxe, cxa, oxb)=(a, b,c)? 6. (bcd\a— 
(cdayb+(dabc-- (abc'd=—ib:(cxd)lia—[a: (ex dlb Tdea bp) je 
~[c:(axb ld=.b <a)x(cxd)+(ax b)x(c;)d)=(b “Xexd)-— 
(bxa)x exd)=0 : 


第 二 章 
§ 2.1 : z z 
1. Ot 中 心 为 (6，0) 灶 径 为 6 的 图 ， 8， 妇 十 如 二 09，(> 
> y 之 0)，3， 设 两 定点 间 的 距离 为 24， 并 取 两 定点 的 连 线 为 x 贺 ， 两 害 
点 所 连 终 侦 的 中 重 线 为 9 轴 ， 那 么 卡 西 尼 孵 形 线 的 方程 为 (z? 十 她) 一 202(2 
一 久 ) =m4 一 qt，。 4 和 4， 提示: 设 等 轴 双 曲线 的 参数 方程 为 := ob y 一 -一 , 5. 
提示 ， 应 用 四 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 。 6. («一 >， 了 3),. ( 生 x + 


V3 到 ?7， 人 (人 Pdar (2) (£85) 4 (8) 地 填 坊 二 


， 
2 2 


RR 革 叶 R= 二 和 +。 $8. CD jc Y= (2) w= 00s 0 y=6 sins 0» (3) 
二 


‘9719. 


7 = (1 和 二 一 1]， 近 示 . 设 y=f7，9. 7—| (a+b) cos 0— 
[ET 。 


boos( Si—) i 十 | (十 sin 6 — psin (St )p 0] Cm 0+) 提示 


取 定 贺 的 中 心 为 原点 ， 动 加 上 的 点 的 初 娟 | 位置 为 定 圆 与 了 轴 的 正 半 轴 的 交 
点 ， 并 取 动 贺 中 心 的 径 矢 与 了 轴 所 成 的 有 向 角 9 为 参数 。 10. 一 og 
y=asin20, (0<0<7), 或 Ty a=0. 

$2.2 / z / 

1. (xz—4)2-+t=0 {1) {m2 1) C+ ts 722) +94 (m+ r+a. 
(2 一 1 一 0， 担 示 : 取 两 定 导线 为 2 四 有线 股 的 中 点 为 原点 并 


设 两 定点 闻 的 距离 为 24， 常 数 为 mw>0; (2) 和 + 如 二 2 2 =1 提示 :多 
标 选 取 和 辣 CL)， 并 设 两 定点 闻 的 距离 为 26， 委 数 为 a， 和 (3) 


2 3 . ; 、 
握 - 押 - 姑 =1 式 中 635=0 一 @3; (4D 23+ 六 十 (1 一 m3)s2 一 2206702=0, 


提示 ， 取 定点 为 (0, 0, c)， 定 平面 为 x0y 面 ,常数 为 m3，(1) (z 一 约 3 十 
(y+1)2+(s—3)?=36; (2) 好 十 急 十 如 一 49; (8) (一 3)2 二 (9 二 1? 十 (8 一 
了 ?一 3] (4) 〈z 一 2)2 十 (9 一 贡 2 二 (十 区? 一 9。 a. (1) (3， —4 —1), 4 


DC 1, 2, 0)，3; (8) ( 亏 ， -地 1) 2. 5., tn sp yo 6 


二 rsingsinp 5 一 c 十 ycogg， (0<b<m 0<9<2m)， 

8 2.4 

1. 当 0<G<3 时, 轨迹 为 两 条 平生 了 于 z 轴 的 直线 ; 当 O=0 时, 轨 交 为 3 
畏 ; 汽 0=3 时， 轨迹 为 通过 点 (2, 0, 0) 县 平行 于 s 轴 的 直线 ， 当 0<0 址 
0>2 时 无 图 形 。 .曲面 分 别 与 z0W yOz，sOz 坐标 面 的 交 线 为 (1 国 ， 柚 
圆 , 椭 贺 ;(2〉 椭圆 , 双 曲 线 , 双 曲 线 ; (3〉 双 曲线 , 无 图 形 , 双 曲 线 ;， (4 点 , 抛 
物 线 , 抛物 线 ; (5) 两 相交 直线 , 抛物 线 , 抛物 线 ;《6) 点 ; 两 相交 直线 , 两 相交 
直线 . 3, (DD 22+ 放 -x~1=0, +2~3s+1=0,， 2 一 s+1=0,; (2) x?— 
23y—27+2y+1=0, y—2+1=0, x2- 222 一 2z 十 6z 一 3 一 0， (3》 727 十 29 一 
28=0, 2y-+72—2=0, 7 一 2 一 3 一 0 (4) x2+ 2 — y= =0, jy/ 十 4 十 1 一 一 0，22 十 
252 一 25 一 0， 和 (1 (2, 0, 2), (~2, 0, —2); (2) (1 0 83), (~1.0 
-3). 6， 曲线 在 葛 面 上 的 充 要 条 件 为 FGG), gb), 风 (i)) =0，6.， (1) 


2 2 
TX 一 32 十 lj]，(8 十 2)* 二 4y; (2) Sy=0, tl (EA 


2t, gs=i. BB. Y=visSIn dG08 wt YUtRn Gsin wt, svt COs o, 0<i< 


+ 


:320 - 


十 ce) ， 民 去 到 癌 维 顶点 为 原 . 名 ,轴线 为 吕 办 ， 并 设 图 谁 角 河 、 0 证 转 # Es 沱 二 
小 为 wy 直线 速度 为 多 动 点 的 动 妇 位 置 在 原点 . 8. z=ucoswt, y= V8 wb, 
(< 一 中 <4< 十 m)， 提 示 ， 取 为 4 轴 , 并 设 五 在 运动 
由 的 某 一 时 刻 与 ” 轴 重 合 ， 令 角 速 洪 为 w， 直线 速度 为 2, 时 间 4 取 作 参数 . 


第 三 “ 章 

$31 
1. (1) z=3-— iv, Y= 1 2u, p= 一 1 十 4 寺 2 47 一 3 十 326-7=0 
(2) w=1+2, y=~5+7%, z=1-B4tv; Tr-2y-17=0; (8) z=5-4v, 
—V, Y=1+FouU $=3—w+2v: l0z + 9y+6s—74=0 与 $=5 一 和 十 y= 
tButv, s=3-utv ZtYy-3s~2=0 .9%. 一 了 二 一 和 十 二 二 ZX 一 一 4 
二 24 十 YY 二 一刀 8 二 V。 3. 不妨 设 Az 十 By+C0s+D=0 中 的 40j7 把 这 


平面 方程 化 为 参数 式 ; 2 一 一 子 一 避 # 一 所 Wy= 的 4= 所 以 平面 的 两 方位 
矢量 是 | 于，I， 时 与 一 与 ，0， 利 ， 从 而 知 b。={ 和 ,了 ，2} 与 已 知 平面 ， 


共 面 的 充 要 条 件 为 名 与 二 本 1, ol, 和- 0， 1| 共 面 ,或 


X Y Z 
-BB 1 0 

本 一 0， 即 4X+BY-02=0,， 
_0C01 | 

本 


如 果 在 直角 坐标 系 下 ， 那 么 由 于 平面 的 法 矢量 为 n=={4, B, 0}， 所 以 b 平 
行 于 平面 的 充 要 条 件 为 n'9=0, 即 4X-+BY+0Z=0.，4. sz= 一 18, 提示 . 
应 用 上 题 结论 。5. (1) z 一 1=0, s-1=0, z+y~1=0; (2) 12z 十 8y 十 19e 
24=0; (3) 2y+2=0, 2x+5s=0, x— 5y=0. (4) tn 《5) .2x 


+9y- 62—121=0. (6) lar-y Te 910. 6. (DY) Lr-_2 


5 3 ] ] -可 yi 

= 一 -一 = 十 一 mt 一 一 一 一 0，(3) 一 2 一 2 一 0， (4 

人- me z=0. 7 了. 了 办 一 5， cosa 一 人 cos B= cos y =. (2) 

9 9 -9 7 Dt 
1] 2 2 ys : 

P={,， Cos A= ~ C08B=-， C08 YY 二 一 一 $8. 37—2y+6s=0, 37— 2y 


3° 3 3 


6r-200 9 6r-37 -383442=0, 1. 3 OE re Fe 


8 3.2 

1. (1) 8= -二 4 (2) 8=4=0, 2. (1) (0, 7, 0)，(0 — 
0), C2) C0, 0, 2), (0. 0， 6- 二-) (8) (2, 0, 0), (车 ， 0,0) 83.1 
3 4. C3+(yt5)is+ =6, & 3 123s=0 或 3y~ 43 一 0. 
6, (1) 13r—5ly+ 10s=0 与 437 十 9 一 10sg 一 70 一 0 (2) gz 一 4 十 25 一 4- 


一 一 ; 1 .ATA SF , — 十 人 AT9 1 十 入 YY/2 -一 叶 十 和 2 ， i 
0. +， 提示 : 点 型 的 治标 为 , 2 一 jr 于 三 1 入 7 总 TS 


0，B, 五 在 平面 的 一 俩 , 点 4, 厂 在 另 一 侧 , 和 而 0, 玉 在 平面 上 ，9. 《1) 入 
令 二 商 角 内 ; (2) 对 顶 二 面 角 内 .提示 ; 考察 点 型. 与 W 分 别 位 于 两 妾 而 划分 
的 正 半 空间 里, 还 是 在 负 半 空间 里 10. 23z 一 y 一 4 一 24=0. 


§ 3.8 
) 0 9 7; 
着 《人 平行 ;人 2 相 汉 ; (3) 平行 . 2S。，(1) 7 二 可， 7 = 7 1 = 9 
(9) 1= -4, m=8 (3) [一 一 子 . 3. (DD) 1: (2) 3 4. CD 革 TT 


(2) arc 00s 或 和 一 arecos B. (1) 2 十 V 264 二 35 一 3 一 0 《2) 2 士 


3y=0, 6. Av+ By+0s+ SD Ds D3)=0. 


§ 3.4 


、T 一 1 4 2 一 3 rz—1] HW 3+2 0- 一 2 8 十 3 
(3) } A |， (4) TT 7 (0) 6 = 一 一 


.2 CD 0,12, 20)5(- ,~ ); 0 00 2, 7), 
3. (1) z+ Dy 2 = 0 (C2) let2ytis--1)=0; (3) w-8y—13s+9 
一 (0 (4) 17 一 4 二 6 一 册 gr— s+ t=0, 306y— 11ls+23=0. 


了 *) *) 
[y= ey} 1 一 
3 3 YT : 
本 3 本 css cosp- 
j= -- 一 -， “ 2 JY 
3 志 


号 
十 一 一 COS rr 人 wk PP OS 人 TE 
/YT 和 4 OS 
2 二 一 必 十 0， . 
3 一 + z LT 并 + 

二 -= (OS 一 十 一 一 ~ 一 CoB YS — 3 ! a = 

V 和 4 和 | | Vi 全 | ff == 2， U . 1 
白 一 蕊 1 1 ，， | “ \ 
; COS C=0，C08 户 二 一 二 一， C08 二 一 一 ， 划 ， 提示 ，C0s*Q 十 C033*B 十 

1 ? FE ~ 2 一 AV/ 0 és 中 
COS~%Yy 一 1 ^ 


$8.5 

1. (1) 平行 ， (2) 垂直 ; 《3) 直线 在 平 商 上 ; 《4)》 相交 。 2 (1, 0， 
3. (D 二 一 -0 1 入 一 一 8 :4 直线 在 平面 上 . 
6. (1) (2 一 2 一 3 TD 2 二 (十 工 二 《3 二 三) 一 8 
(2) (z+1)-t Cy 2 + om1) =49. : | / 

883.6 


i 


1 < 人 1! z 
1 与 4; 不 全 河和 ， =0), es A1= d= -0, D1 与 
:9 Do 
已: 个 业 人 人 (3) .4 一 43= Di1= Ds=0. 2，(1) =5. 


2) 7 总 ， 8，(D 平生， 大 一 y+19s+9= (2) 界面 ; 4=3V 30; 


(3) 相交 , 87 一 y -+3 二 3 二 0， 人 { 上 
了 , 局 。， 和 全， vty—s—1=0. 3， (C1) cosg 7 
0 
(2) cos9= 土 Ts。 6. 提示 ， 证 明 直线 0 与 OM' 癌 的 角 等 于 0， 
my T~1] yy _ 28+2 rz—4 yw._. 2ZY 十 
4 80 3 3 3 -8' 


x—8z+303=0, , | 27 一 3 上 32 十 2 一 0 


9. 0) | : 
人 7 一 1 一 5 一 J7 一 人 


本 8.7 : z | : 
1. Di=Ds=0, 2. d=15, : : i 
3.8 

1 0) 9r+9y+5s=0; (2) 217+1145~3=0; (3) 7¢+14y+45=0, 
久 ，2w5 寺 2 一 27 一 = 武 9z 十 Ty 一 10s 二 0，8，w-…5 二 4 二 0 或 +30y 寺 78 一 
12 二 0， 委 ，8Y 寺 24y 二 165 寺 19=0 或 7-3y 2st4=0, 6. 5 2y+ 
323 


上 


3s—14=0;. 19) z—2%y+3--6=0. (8) -2y+3+ VII-0 -w+3y 
十 25 士 6=0，?， 提示 : 仿 定理 3.8.1 的 证 明 ，8. A41;4s=04:05= Di: Dy. 
提示 : x0% 符 标 面 属 于 平面 来 以 Aiz+ Biy+CG18 二 DD) 车 m42Y 二 Boy 本 C2 十 
D,) =0. 


第 四 章 
84.1 加 ，. 和 
42. (了 2 十 222-- 2yg+ 12y— 10s—3=0. (2) + D7 A 
十 8g 一 33 一 26 一 0. 2，422 十 2502 十 22 二 45 一 202 一 10s 一 0，: 光 .35o2 上 592 十 


55 — S57y— Drs— 5ys+27+1ly—13s=0. 和 和. 设 M(z， 2 Y, 5) 为 柱 面 上 i 上 的 任 总 
点 ， 过 型 的 母线 交 准 线 于 点 Mo， 令 r=0 到 ro=OM 因为 r=0WN=0。 
+ MeM=rot vs, Mi Mo 在 准 线 上 ,所 Pl ro 二 rw)， 因此 柱 面 的 撩 景 式 参 数 方 
程 语 一 7) 十 8。 r={y yy 9, r= {0), YW), 2(W)}, s= 1{X, 
了 ,2Z} 代入 , 得 坐标 式 参 数 方程 为 | 
一 TU ) 十 及 1 i 
Es Y 一 YU) 十 了 VV， 《0 10 为 参数 )。- : 
g==¢(W%) + LV 
8 
1. z+ -22=0. 2. 3(2— 8) 5(y+1)? 47(s+ 9) -62 一 3)(y 十 
1) 10s— 3)(2z 十 2) 一 2Cy+1)(s+2)=0. 3. my ys+ ar=0, 或 zy 十 Ys 一 
二 0， 或 WY 一 1 十 27 二 0, 或 x 一 ys — 22=0. 4 DLT—1)?+51(Yy .~2)?+ 
12(2—4)2+104(%—D)(y -2)+52(7—1)(s—4)+52(Yy-2)(-4) =0. 
5 参考 3 4.1 第 4 题解 法 ， 四 2 
8 4.3 | 
1. (1) S27 + 5 +22 727472+ 4ys4 dr dy ds -6=0. (9) S24 
By + 2387 — 132y + 24m2 — 24y2 — 247+24y—46z+23=0. (3) 927 4+ 9 
10s2 一 6z 一 9=0; (4) 2 十 妨 =1(0<s<D. 名 主 妨 一 152 一 2 当 ia0， 
有 B#0 时 为 许 转 单 叶 双 曲 而 ; 当 gz0，B8= 0 时 为 圆锥 面 ; oD 时 为 
圆柱 面 ; 当 a 二 8=0 时 曲面 退化 为 直线 (s 轴 ). \ 
B. z=—V [2 + [yu)]? .cos a y~V Ee PFET. “sin ot Ce) 
提示 . 过 坪 线 十 的 点 (To, to, 20) 的 纬 加 的 参数 方程 是 . 二 V Zo COS &, 


一 Vax 2 十 加 S1DC， = £0, 


.324 。 


8 人 


.于 红 本 是 示 : 设 过 原点 具有 方向 余弦 各, > 的 直 


线 交 椭圆 面 于 (zx, y,， 8), 那么 有 z 一 91， 2 一 ?HU，5 一 ?7。 生 ， 提 示 : 应 用 上 题 的 
绪论 。 吕 ， 设 直线 的 方向 余弦 为 cos w，cos B6，cos YY; 卫 点 的 华 标 为 (zw toy 


50), 那么 直线 的 方程 为 
Y 一 00 十 t008X，1y 一 一 名 十 teos 有 ， Se $0 十 tC08Y, 


今 +=0, 得 直线 与 903 面 的 交点 和 4 的 坐标 ， 因此 有 2 十 ;cos% 一 小 根据 tt 的 
几何 意义 |s| 一 得 


_ Es 


20 士 060Sw =0, BI 20 一 二 6C98Gw， 


间 理 得 &0 一 士 C08?/， 

从 而 有 :  - 基 。 十 一 和 cos?0 + cos? B+co8? y=1, 
y? 2 

PP 点 的 轨迹 为 椭圆 一 十 十 5 =1], 


VD 
点 为 中 心 , 4 为 半径 的 球 曾 上。 / 
S$.D 


2， 当 和 <C 时, 曲面 为 椭 球 面 ; 各 0<h< 对 ,出 而 为 间 叶 到 当 
B<A<4 时 ， 曲 面 为 双 叶 双 曲 面 ， 当 和 > 4 时 , 无 图 形 ，8. z= 土 2 (或 y= 


. 2 2 ~ 12 只 . - 
+3). 4. 一 每 -条 = 工 5 2 + 兹 = 1 6. 取 两 异 面 直线 


1 2 和 人 二 线 为 局 加 ， 公 王 线 的 中 点 OG 为 原 点 ， z 辅 与 风 异 面 直线 成 等 角 并 
设 网 并 轩 直 线 闻 的 距离 为 24, 交角 为 24q 才 90°, 那 和 用， - 


一半 GOS CQ T=to C008, 
1 Y= Sg, m4 Y= — tsino, 
3 一 Gy - be= 一 G; 


A(ticosag, tisinag, &), Bliocosa, —toSina, —6).. 而 G4 1 0B, 所 由 有 
$169008?0 一 ttoSin’ og 一 a =0, 


又 因为 24 半 90°, 所 以 cos2a 半 0, 从 而 得 


az 
+2 G08 250) | 0 


而 直线 4B 的 方程 为 
“343。 


= cosGt (tides 


二 £1 S1n a—(f2 十 11 31n GW, . (2) 
~ — S20, 
由 《1)，(87 两 式 消 去 寡 竹 1 tt ， 多 ia 得 4 号 隐 轨迹 方程 为 
2 ye 2 
-一方 一 一 一 一 一 一 一 一 全 一 二 414， 
(EOS* 人 Uv Si” vv 
COS 2 GOB 2 
它 是 一 个 单 叶 双 曲面 ， 
§4.6 


1，18xw? 二 3 二 5z， 多 .。 (1) 设 定点 到 定 平 面 的 距离 为 为 常数 ce>0, 那 

么 当 有 ==0 时 ，e> 工 为 圆锥 而 = 上 为 2 轴 ，e< 工 为 一 点 ， 当 大头 0 时 ,e< 工 为 

谍 转 炳 球面 ,+ 二 1 时 为 旋转 双 时 双 曲 面 ， 当 c==1 时 为 旋转 堪 物 面 。 (8) 人参 
阅 84.5 第 6 题 . 


$4.7 
wTTY US 、 T=U, (Y= 
1, GD | 名 ww 不 全 为 0); 的 与 {9 
【uw—y)=ws g—= Wy =0V7, 
P2 一 六 人 
2， (1) Wd 也 十 3 (2 2) 16 i 4 加 1 


人 本 | 
YY 一 2 一 45 一 0 一 


4， 提示 ， 求 出 直 母 线 在 20y 面 上 的 射影 直线 方程 与 在 z0y 面 上 的 显 精 四方 


各 ,然后 在 x0y 面 上 进行 证 明 ，5. 4 人 -~ 一 25。 6. w+ 一 sl 
?: 单 叶 双 曲 面 的 两 族 直 母 线 为 


7 十 2 一 28 一 0 


tu (2 _ 如 : b 

Ww 族 . zx . y 4 族 ， 他 g V/ 
7 -一 一 二 一 人 (1 一 过 让 ul ——)=t(1i 娄 ) 
(2 3 ( 全 (2 2 ) 下 bf/ 


所 以 过 4 族 的 任 一 直 母 线 的 平面 可 以 写成 
DA) 
ve 
显然 它 通过 " 族 的 一 条 直 母 线 。 同 理 通过 v 族 的 任 一 直 母 线 的 每 一 平面 经 
过 属于 * 族 的 一 条 次 母 线 ， 但 是 这 个 命题 对 双 曲 抛物 面 却 不 一 定 成 立 , 例如 


,306 。 


这 


» m2 
平面 记 + 字 一 2 《常数 )， 它 通过 和 的 4 族 直 母线 
中 的 直线 


tb , 
2 HN 
pe 艺 ) 与 》 
而 不 通过 2。 族 直 母 线 
2, 
(2 “bb 


， f ' | 
中 的 任何 直 母 线 , 这 是 因为 v 族 直 母线 的 方向 天 量 为 b= 宙 b, 2 外， 生 
平面 的 法 天 量 宁 加 二 中 ~ 元 {0，G，0}， 所 | =D 


bp: 
2 ej 2 
no) 一 -万 关 0. 8， 时 和 作 区 直 导线 上 必 并 族 ， 单 叶 双 曲 痢 T 一 -1 
的 两 直 母 线 为 | 
4 4 f | 了 341 1 
vc 人 (三 + 二 )=z 人 (区 (三 二 ) 一 cc- 全) 
ww 族 : WC 6 0 ob 族 ， G Ce 
Tw (1) ;i 
v 人 (人 2 4) " (2 :) 全 2) 


所 以 两 相交 直 和 母线 的 交点 的 坐标 为 


pd A DUOC 一 地 ) CC 一 48) 4) 
wotut vwFut vw us 


两 族 直 母线 的 广 问 天 量 分 别 为 一 6(o2 一 化 ，2pttD，c(t2 十 2 站， go 一 

fa(o2 一 记 )， 一 2505 eC 以 十 如 )} 因为 s La 所 以 有 sa=0 即 
02(22 一 4152 (一 刘 ) 一 和 3240 十 C2 人 03 二 202 0+) 一 0 

从 而 人 香 


G2(0tV 十 Mt DC 一 人 2 CUD 一 人 0 人 


-一 2-D2 一 0 , 
一 人 ce 
(Vw -ut (Co 十 tt T (5 十 人 3 


将 Cs) 代入 得 交点 坐标 满足 史 十 久 十 全 一 全 十 妨 一 所 以 所 求 的 轨迹 方程 为 
人 > 


2 3 
rT ， 4 1 


; sr va 站 Te 。 Se _ . 
9. 参阅 上 题解 法 ， 10. 3 2a= <7 时 ， 轨迹 为 单 叶 双 片面 ， 当 < 一 本 时 ， 也 
这 为 两 相交 平面 ,提示 ; 笃 标 系 迹 取 参 风 854.0 弟 6 题 ， 


$5.1 

1. (1) 二 而 乡 —1; (2) -1y -J C3) 一 她 Y, 一 007 
(4) z 十 总 ， — 3y, 号 了 十 2 (5) 20— -3 一 豆 大 zi 了 2 -32+ Ty 
(信和 (G (二 下 


(5) 无 交点 ，8。 蒜 条 直线 在 二 次 曲线 上 ， 4，(D hb< 一 名 (2) =1 或 3 
(3) b=1 或 5 (4) > 亩 : / 
8 5 .2 
1 (GD) 一 1:1， 抛 物 型 ，(2)( 一 2 土 V 3 让 :3 椭圆 型 ; (3》1:0, 0:1， 
双 曲 型 。 2，、(1)》 中 心 曲 线 ; (2) 无 心 曲线 ; (3) 无 心 则 线 (4) 线 心 曲线 . 


8. GD ( - 注 ()( 一 2); (8) 无 中 心 ; (4) 直线 2z-g+I=0 


上 的 点 都 是 中 心 ， 4.，(1) a 二 9;，(2) a=9，b#9;， (3) Ga=0=9。5. 设 
(%, y) 为 疡 近 线 上 的 任意 点 , 那么 由 上 曲线 的 渐 近 方 同 为 
XY=(x— 720):(Yy— yo) 
DI— xo, Yy—y0)=0, 
好 Ql(%— To) + Qa 7 ToOUY ~— Yo) tay ~ yo) =0. 
6. 01) 2r-y+1=0, B74+y=0; (2) x~y+2=0, r—2y—1=0; (83) w+y 
二 i=0。 7 了. 提示 ; 1 一 13=0 与 2 二 0， 130 分 别 等 价 于 
a 
Qi2 (99 (28 Ul2 U22 ti23 
8. 设 以 Ai7 十 BY 十 1 一 0 为 渐 近 线 的 二 次 曲线 为 
FC, Y) 到 00 十 204329 十 0230 + 2a437 + “ao3V + G88=0, 
它 的 渐 近 线 为 Bx— xo, 一 如) 一 0 
其 中 eo; yo) 为 曲线 的 中 心 ， :因为 它 是 关于 2 一 Xo, 4 一 名 的 一 次 行 次 式 ， 所 这 
它 可 忆 分 解 为 两 个 一 次 式 之 积 ， 从 而 有 
Dz—xo, Yy~Yo) =(A1+ Biy+01) (Ar+ By+0), 


一 于 二 r 四 


上 


, 338， 


i “出 (wz 一 za 多 一 的 ) 一 Mt(Z 一 加 ) 士 243(7 一 zo)G9 一 oaaCy- ~ Yo)? 
G10 2G190Y + 909 — 2 (G170+ 012Yo) ~ 2Ct2m0 
| + Goggo)Y + G11m8 + 2a120000 + 022g, i 
因为 《zu 加) 为 朋 线 的 中心 所 以 有 z 
ai120 十 24300 一 一 ai8) G1280 十 0220 = — G28, 
因此 Br— Zo, 2 一 yo)=F(%, y) + Dro, Y0) — G88, 本 
令 ，DB(zo, 加 ) -wos= -也 ,代入 上 式 就 得 加 
Fv, 办 =Gz 一 oo y 一 缴 ) 寺 也 
时 Fw, y) CAst BiytO) (Ar+ By+O)+D, 
所 以 以 ax 十 Bag 十 Ox=0 为 渐 近 绕 的 二 次 曲线 可 写成 、 ， 
(Aiw+ Biy+OD (4s+ By+0)+Pp= =0, 
9 (1) 2 ~ 2—4=0; (2) 27 一 到 一 3 一 se 十 7=0， 提示 利用 第 如 题 的 
结论 . 
$5.8 
i. (i) 9z4+10y~—28=:0, (2) 2—2y=0; (3) y+1<0, 3 一 0 


(4) 1lz+5y—10V2=0, zs—-y+2V =0. (5) z= 0. 2. (1) z+ 凶 — 
5=0, (1, 1) 与 2+4y-8=0, (-4, 3); (2) y+2=0, (1, i 1, 2) 
?= +23, (2, -1), 《一 2 DD). 38, (1 (-J DD; (2) (~—1, 1); (3) 直 
线 z-…y 一 1=0 上 的 点 都 是 奇异 点 。 6x +3wy 一 y+ -Yy 二 0， 提 示 : 科 
用 已 知 切线 与 (5， 3-5) 重合 的 条 件 ， 5 tt me Dy- my me 
b>) =0. + : 

85.4 l / 

i, (1) 67 十 94 十 4 一 0， (2) 7z+10y+5= 0: (8) z+ 3y+1=0, 
2B, r+l2y- 8=0, 122—2y~ 23=0. 8. z~-1i=0, Z 29 十 3 一 0. 4. d+ 
yi+3=0,. Bb. z+3y=0 与 22 十 1 一 0, 或 22 一 y=0 与 一 3y= 0 : 7. (1) 
2xz 一 4 十 1= 0;，(2 7 5z+5y+2= 0. 8. P22y— 2 y=0. | : 

8 5.5 

1., 1:0, 0:1 z=0, y=0: 1:0, 0:1, 2= -0, y= 0， O21 1:0, ye 0. 

2. (1) 1:C—1), 1:1, -y=0, 十 4 一 0; (2) 1:1, 1:(-1), z+y=0,. 
x-y+2=0; (3) 3:( 一 4)，4:3，3z 一 4 和 y+7?7=0，(4) 任何 方向 都 是 主 方 
向 , 过 中 心 的 任何 直线 都 是 主 直径 ， 83， 4z? 一 72y+4 ~7z+8y=0，4&. 设 
人 1 天 A 内 1 E 们 确定 的 主 方向 分 别 为 六 1: 了 1 与 苹 2;: 了 2, 那么 有 / 


389， 


a je | ait 区 3 十 dl 和 一 和 区 
| oNXit a so = MY wioX 2 + 022Y2 = NY 2, 
MX AYIYs = (G11+ 01971) 广 9+ 《a12X1t+ 422 了 1) 了 3 
一 Adq1A2 十 3 了 2) Xit Cast omYa)Y | 
PE 
从 而 得 ho) CXIXst TIT) =0, 
“i .~ 十 TY 一 0 
所 以 两 主 方向 +1: 了 1 与 Xa:Y, 相互 小 直 ， 
§5.6 | 四 
1. (1) 672 4320; (2) 2V 2 w+ Sy"=0, (8) 979- 4 2— 
36=0, (4) 2z'?2—1=0. 29. C1) 9 魏 换 公民 


和 


:2} 
(2) 一 327 十 2y 一 1=0, 变换 公式 加 
vv 
(8) 5y? 一 -0 w==0, 变换 公式 z / 
V5 : . 
wy 
VE” VY 0 VE VES 
(4) 5y?—1= 0, 变换 公 \ 式 - : z 
提示 : 求 主 直径 , 并 化 简 方程 
§5.7 
4. 基线 名 称 , 简化 方程 与 棕 准 方程 分 别 为 (1) 双 曲 线 , 4 2 —2 2=0, 
4 . 72 912 站 下 
一 =] C2) 椭 开 ,2z? 一 和 4? 一 8 二 -0, "T= (3) 两 相交 家 线 ， 
(2+ V5)2+2- V5 — 4) 撼 御 
5) w+-V5)P-0， 一 于 一 -一 一 =0; (4) 抛物 线 ， 


9 /一 2Y5 V5A2 \ 5 一 2 ， 
Sy VG-0, 一 z; (6) 点 或 称 祖 交 于 一 一 实 点 的 两 条 应 直线 ， 


3+\W 6 i 3 一 人 2 
2 )z+( 2 ) : i : 0 


.330。 


和 
时 和 


eK A, Eg 2 \ WB a 友 : 下 = = 月 ， vy 一 =V 3ar QT 人 (SS 


(8) 屎 重合 直线 Hr = 0, =0, 2 
3. 2-4 8. 0% LD I= (5A+3 Nl1, Ki F260. 
1 引入 的 值 变化 时, 了 2 4s， 人 1 也 随 蓉 变 他 :它们 的 关系 如 下 素 ，， 


4 1 


1 
一 a 一 喇 ee im。  ee mme we mm i i rp mm mm 一 mm -上 ,一 Te rr, pie 


! ,>4， i113< 0 


| me pr rp ee | 


/一 一 于 | ls<0, 1s=0 一 对 相交 直线 
: 2 be | 1,<0, TO 双 潜 线 
- | Ta=0, Isa=0, Ki>0 | i J 攻 站 让 


Tc < 十 TL,>0, Dla>0 点 增 曾 、 


笃 ， 提 水. 各 一 次 中 点 方程 写成 简化 形式 5. 提示 国 为 棋 辐 的 特 侈 , 府 等 和 
方程 中 有 等 恨 ， 


86.2 
1，(0, 1 0) 89. (1 1， 一 1)， 39. ‘0，0，0)， 44， 中 心 址 绪 全 -= 


。 3381。 


总 一 《3 ». 让 心平 面 27 -4 二 22 二 32=0 6. 无 中 心 ， ?. 先 中 心 ， 


1 
中 心 直 线 -y+s+8=0. : 
$6.83 


1. Yt 一 O00， 多，(1) 无 麻 点 (2) (0, 0, 0):; (3) 笑 奇 点: 
(4 直线 ”0 上 的 点 者 是 奇 点 ， (6) 平面 y=0 上 的 点 都 是 茜 忘 ， 8- 提 


不 : 全 《zo to，20)， 求 出 以 《zo po, 0) 为 切 点 的 切 平面 
0. JL2=ad? bm?+ton? 6. (3, 1, 一 2)》，3，z2 二 2 一 2=0，25z 一 1127 一 


5 -0 8 Za 25 TY 9 gi15mt1ls -19 . 
4zs+58 二 0. 8 了 一 了 一 一 3 万 一 3 9. 80 +15y +1is 19xy 


+4re— 24ys— 14=0. 
64 和 
i. (1) 0:1;1; (2) 无 奇 向 (3) 平行 于 平面 Y 十 y 一 2 一 0 的 方向 都 
是 再 向 2. 27 一 ~3y—2=0. 8. Z 十 89 一 2 一 工 一 0， 2 一 1):5. 4. 27 一 -2y+ 
33=0, 1;(~ 2): 4, Db. 设 中 心 二 次 曲面 为 (2 久 号 一 小 亲人 么 
F(x, y, 4) =0, 
Fax, Yy, #8)=0, 
alt, Y, 2 一作 
有 了 唯一 解 ， Eh 曲面 的 中 心 ， 所 以 方程 
: XXFi(z, 4 #) + YR, yy, s) + ZFalz, Yy, #)=0, 
(其 中 ，Y, 儿 为 不 全 为 等 的 任意 数 ) 表 示 过 曲面 中 心 的 任意 平面 ， 它 恰好 
是 共 辐 于 民 : 了 :2 方向 的 曲面 的 径 面 , 所 以 过 中 心 的 任意 平面 一 定 是 中 心 二 
次 曲面 的 径 面 ，6. 和 提示 : 利用 上 题 结 论 ， 
§6.5 
了 CD LC:0, 1:1:0, 0:0:1 sy41=0,540-1=0, 5642=0; 
2) 1:C—1):0, 1:1:(—1), 1:1:2. ZX 一 4 一 0 T+Yy—8=0,%+Yy+2s—1=0, . 
(8) 2:4:1 1;( 一 :2 3:( 一 站 :一 2( 奇 向 ) dz 十 38y 上 7g 二 19 一 0 wy- 一 4 
+2s 一 3=0，(4 1:( 一 :0, 15123(t 为 任意 值 , 都 是 奇 向 ), 2z 一 2%0 上 3=0， 
2， 提 示 :; 仿 8 .5.5 第 4 题 。 
$6.6 


1， 简化 方程 : 6 ”十 3y ?一 2 2 十 6 一 0 变换 公式 : sj 7 + 六 时 


“332 。 


1 4 2 ，.1 i 

,1 .a 
7 6 V3 9 A\ J 6 3 Y 

化 方程 ，9z? 十 6y ?十 3s52 一 3 一 0 ( 即 872 二 2Yy3 寺 39 一 1 二 0)， 奖 鬼 公 起: 7 二 

1 2 ~ 了 二 ， 于 ; 2 
可 + 村 十 十 1，Y 二 到 TY ， 8 了 可 二 可 

+1, 8. 而 化 12z"2- Wt le UC 妈 WY 变换 

1 站 i 1 
z= ~- 7 十 一 一 = 二 + 字 -3 十 上 1 一 一 -一 一 -一 元 可 2 十 11 多 一 
3 y/ ;Y 3 y ; 


2 . 
+ 可 +1， 简化 方程 9v2+46y'=0 (好 82 十 2 
二 0)， 变换 公式 : 7= 


3 
*) ~ 1 rp 二 | 
二 三 2 十 二 ， 避 简化 方程 ，9x" 一 18y" =0 (到 > 2 


8 3 1， 
二 


ni 人 1 Ei | 2 一 
了 i 时 了 i Pt P| 1 lt 


*) 


$6.7 

1.， I=3>0, 1s=3>0, mh= 一 49<0, 14=) 一 和 s=1I， 球 面 ， 简 化 广 
程 . 2 十 仍 填 22 49=0, 标准 方程 ;六 十 奶 十 如 二 和 9( 略 去 撒 与 ,下 同 )。 3. 4s 二 
5 二 0, 11= 一 9 二 0, = 一 上 5<0, 双 时 双 曲 褒 , 简化 方程 52 一 天 一 一 3=0， 


Ff 生产 [ey 6 pe ， PP 一 -= 
标准 方程 三- 一 等-- =1，3. 13= 关 0， 1 一 27<0，J4=0， 二 次 外 
5 2 
面 , 简化 方程 6? 一 3y? -3s2? 一 0， 标 准 方程 本 一 久 一 亲 一 0 和， 了 3 一 66> 0， 


2 
1.1 二 1200>0, 14= 一 2560<0, 椭 球 天 简化 方程 : 3x? 二 +59? 十 8 一 3 二 0, 标 


‘yd 2 Pe 
准 方 程 条 + 拖 -+ 十 村 -一 1 Bb. 1s=L=0, 1s=13>0, 有 有 一 一 多 <0 枉 
5 


加 柱 面 ,简化 方 得 32+ 6y? 一 6=0, 标准 方程 -了 + 全 =1，6. Js=14=12= 
0， 开 ;= 一 288 关 0， 抛 物 柱 面 ， 简 化 方舟 : 60 -8V 3y=0 (或 6z2TSV 3y 
一 0), 标准 方程 = 全 VBY( 或 x?~ -SV3y). 7. 7 =0 I1= -162<0, 
椭圆 抛物 画 ， 简 化 方程 322 二 6 妇 2 一 65=0 (或 8322 十 612 十 6s 一 0) 标准 方程 : 

wd0I， 


pi 


2 


jo 

1 工 " 对 站 i fC--*) 8. am 0 1 一 一 3 
对 相交 平面 , 简化 方程 92 一 9 一 0， 标 准 方程 只 一 妇 =0，.9.， To= 7 一 开 ， 
= 人 0, Ts=81~0, 直线 ， 简化 方程 ; 92z2 十 92 一 0, 标 : 和 全 方 程 太 十 多 = 0. 10. 13 
=J4=1 一 太 ， 一 0， 太 1 一 一 2401<0， 一 对 平行 平面 , 简化 方程 49 一 知 一 0， 
标准 方程 =1，。 娃 ，J=5>0, 卫 :1y=8>>0, 五 =0， 一 点 ;简化 方程 Bc? 十 


.an .a2 2 T2090: 
庆 ++ 避 二 0, 标准 方 程 -二 十 二 了 -=J， .I=0， = > 双 曲 扫 


2 
sp gl 9 ”ff 9 a 
急 向 ， 简化 7 各 他 一 了 -3=0( 式 了 一 可 ! +3;=0) 吓人 班 万 保 
4 rz 
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|nformatlonI 


QU | IDDDO 
已 呈 吕 DJ 加 
LIDDIJW DO 


第 一 章平 面 坐标 


了 学习 要 求 er 


一 学 习 辅 导 ， 


法 
一 、 内 容 概 还 a 


ts 


“1. 平面 前 和 前 举 标 (3): 2?， 方 程 与 蔷 凑 (5); 3， 棋 璐 、 飞 曲 找 的 离心 


率 (18); 4. 直 强 让 《9) 问 。 极 于 标 (10). 
四 、 补 滨 撞 题 … 和 pp 


五 、 自 我 测验 题 . 


v 第 二 章 平面 曲线 的 参数 方程 - 


一 、 内 容 构 述 ， 


三 ， 学 习 铺 导 和 


1. 粕 线 的 秦 效 方程 (27); 2. 参数 方程 与 普通 方程 的 互 化 (28}; 3 


涩 方程 的 应 用 《32)， 


四 、 补充 例题 oo 


五 、 自 我 测验 是 ， 


CEE 


CE 


第 三 章 一般 二 次 六 曲 浅 区 旦 的 研究 … 
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第 一 章 “平面 坐标 法 


一 、 内 容 福 述 


本 章 是 平面 解析 几何 的 基础 ,也 是 中 学 解析 几何 的 复习 , 主 万 
谈 两 个 问题 , 即 “ 平 面 坐 标 法 "和 “方程 与 图 形 ”. 

在 平面 内 建立 了 坐标 系 (直角 坐标 系 或 极 坐 标 系 ) 后 , 平面 内 
的 点 就 与 有 序 实数 对 建立 了 一 种 对 应 关系 , 这 样 平面 内 的 点 就 有 
了 坐标 ,曲线 就 有 了 方程 ,所 就 是 说 ,我 们 可 以 用 有 序 实 数 对 米 表 
示 点 ,用 方程 来 表示 曲线 ,平面 上 的 几何 结构 也 就 被 数 量化 ,代数 
化 了 ,从 而 我 们 也 就 可 以 用 代数 方法 来 研究 几何 问题 了 . 

本 章 教 材 分 平面 直角 坐标 、 方 程 与 图 形 和 极 华 标 三 个 单元 . 

第 一 单元 : 平面 直角 坐标 , 基 教 材 的 1.1， 这 是 解析 几何 的 
最 基础 的 部 分 。 在 这 一 单元 中 ,我 们 引进 了 平面 直角 坐标 系 ,建立 
了 两 点 间距 离 与 线段 的 定 比 分 点 公式 ,并 且 介 绍 了 解析 法 证 题 . 
这 些 基 础 肉 容 , 以 后 经 常 要 用 到 ,十 分 重要 ， 

第 二 单元 ， 方程 与 图 形 , 即 教材 的 8 1.23。 它 是 在 前 一 单元 的 
基础 上 ,站 述 了 曲线 方程 的 概念 ,进一步 把 曲线 与 方程 联系 起 来 ， 
这 一 章 元 介绍 的 由 曲线 求 它 的 方程 与 由 方程 找 绽 它 的 图 形 ， 通 常 
叫 松 曲线 与 方程 和 的 两 个 基本 问题 , 它 揭示 了 本 课程 的 基本 思想 ,和 体 
现 了 形 数 结合 的 基本 精神 . 

第 三 单元 , 极 坐 标 , 即 教材 的 $1.3。 这 是 为 一 种 党 用 的 华 
标 ， 它 的 思想 方法 与 直角 誉 标 十 分 类 似 。 在 这 一 单元 中 ， 当 平面 
现 引 进 了 极 坐 标 系 后 ， 就 讨论 了 曲线 与 它 的 极 坐 标 方 程 的 两 个 基 
本 问题 ,在 第 一 个 基本 问题 ; 即 由 曲线 求 它 的 极 华 标 方 程 中 ,我 们 
建立 了 一 些 常 用 的 曲线 如 直线 , 贺 , 问 锥 曲线 的 极 毕 标 方程 ,并 且 
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通过 例题 说 明了 如 何 利用 极 上 坐标 来 求 动 点 的 轨迹 方程 ， 有 些 复杂 
的 曲线 ,特别 是 那些 与 定点 有 关 的 动 点 的 轨迹 方程 ,应 月 极 坐标 不 
仅 容 易 建 立 ,而且 形式 简单 。 第 二 个 基本 问 题 即 由 极 华 标 方程 搁 
绽 它 的 曲 煞 , 它 与 直角 华 标 的 情况 一 样 ,基本 方 甘 仍然 是 插 点 法 
好 后 阐明 了 极 寿 标 与 直角 坐标 之 间 的 关系 ， 介绍 了 极 坐 标 与 直角 
坐标 的 互 摘 公 式 ， 了 以 便 使 点 的 礁 标 与 曲线 的 方程 在 两 种 坐标 系 中 
可 以 也 化 ， 
二 、 学 习 要 求 

I。 理解 并 掌握 用 有 序 实数 对 来 刻 划 点 在 平面 内 的 位 置 的 直 
和 角 举 标注 与 航 上 坐标 疾 ， 以 及 两 种 坐标 的 互 换 公式 ， 

2。 掌握 两 点 闻 的 距离 公式 与 线段 的 定 比 分 点 公式 ， 社 能 初 
步 用 解析 法 来 证 明 简 单 和 的 平面 几何 题 . 

3。 理解 曲 线 方程 的 意 广 ,并 能 根据 已 知 条 件 选 取道 当 的 坐标 
系 ,建立 曲线 的 方程 (直角 坐标 方程 或 极 坐 标 方程 ); 反 过 来 ,能 名 
通过 对 方程 (直角 坐标 方程 或 被 坐标 方程 ) 的 讨论 ; 莹 握 曲线 的 性 
质 ， 并 画 出 曲线 的 图 形 ， 


三 、 学习 辅导 


1. 平面 直角 学 标 


1) 有 问 线 入 

有 向 线段 ,有 向 线段 的 长 诬 与 有 向 线段 的 数 值 是 三 个 不 同 的 
禄 念 , 它 位 既 有 联系 又 有 区 别 , 它 们 的 记 靶 出 不 一 样 . 

有 向 线段 是 一 个 几何 量 , 或 者 说 是 一 个 几何 图 形 ,以 4 为 起 点 
B 为 终点 的 有 向 线段 记 化 4B，、 起 点 与 终点 重合 的 线段 叫做 零 线 
段 , 零 线段 的 方向 不 确定 ,为 方便 起 见 , 约 定 这 样 的 线段 也 称 有 向 
线段 ， 
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有 外 线段 的 长 度 是 … 个 正 实数 , 符 线 段 的 长 着 为 堆 ,一般 有 向 
线段 的 长 讼 是 一 个 正 数 ,好 当选 定 了 一 条 线段 作为 长 度 单位 后 ,去 
量 由 有 向 线段 两 个 六 点 所 决定 的 线段 所 得 移 那 个 正 数 ， 有 向 线段 
有 4B 的 长 度 记 散 |4B1， 

有 向 线段 欧 数 全 是 一 个 实数 , 即 它 的 长 度 加 上 正 号 或 负 导 , 当 
它 与 记 在 有 向 直线 的 方向 相 司 时 为 正 , 相 有 反 时 为 负 ， 等 线 恬 的 数值 
为 零 。 有 向 线段 4B 的 数值 记 做 4B， 

上 愉 须 指出 ,只 有 当 有 同 线 段 配置 在 有 同 直 线 上 或 平行 于 有 向 
直线 时 ,我 们 才能 比较 而 有 向 线段 的 方向 是 正 还 是 负 , 从 而 才能 确 
定 有 向 线段 的 数值 有 是正 数 还 是 负数 ,离开 了 有 向 直线 谈 有 出 线段 
的 数值 是 没有 意义 的 . 

2) 平面 解析 几何 的 两 个 基本 公式 

平面 直 第 坐标 是 平面 解析 几何 里 应 用 得 最 广 活 的 一 种 坐标 
法 . 在 平面 上 取 定 了 相互 垂直 有 旦 有 公共 启 点 的 两 数 轴 ， 平 而 上 就 
确定 了 一 个 直角 坐标 系 。 这 时 平面 上 的 点 与 一 对 有 序 实数 就 建立 
了 一 一 对 应 的 关 系 ， 这 样 平面 土 的 点 的 位 置 完全 可 以 由 一 对 有 序 
实数 , 典 点 的 澡 标 来 刻 划 , 世 就 是 说 可 以 用 数 来 表示 点 ， 从 而 研究 
平面 上 点 的 问题 就 转化 为 研究 点 的 上 从 标 ; 也 就 是 数 的 问题 了 。 使 
如 柄 点 关 1(w1 91) 与 陡 ,(X2,y2) 之 间 的 距离 和 分 有 向 线段 | 开 ， 
成 定 比 4 的 分 点 慎 的 么 标 (%,y) 都 可 以 由 型 !: 与 时。 的 坐标 通过 
计算 而 得 到 ,它们 分 别 是 数 材 中 的 (1.1-2) 与 (1.1-4), 即 

IMIM2 | = Cra) + yy (1.1-2) 
半 


此 一 
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”公式 (1.1-2) 的 证 明 ,是 假定 下 7 与 举 标 轴 不 平行 , 利用 直 
角 三 角形 的 勾 服 定理 而 得 证 的 ,为 了 说 明 公式 (1.1-2? 的 车 记性 ， 
我 们 最 后 通过 验 证 , 说 明 当下 7H7 与 坐标 轴 平 行 时 (1.1-2) 也 成 
立 , 这 一 验证 的 步 驱 是 必要 章 ,不 可 少 的 , 因为 当政 ;型 ; 与 坐标 轩 


司 车 间 


(1.1~4) 


平行 时 ,直角 三 角形 不 存在 , 勾 股 定理 也 就 不 能 应 用 了 . 

公式 (1.1-4) 的 应 用 ,必须 注 合 (71,y1) 是 有 由 线段 起 点 的 从 
标 ,(xa,y2) 是 终点 的 坐标 ,而 (zx,y) 是 分 点 的 坐标 ; 不 能 随意 改 
谈 ， 如 困 弄 分 有 向 线段 加; 半 | 成 定 比 4, 即 取 及 sa(X2,Y2) 为 起 点， 
订 :(zly1) 为 终点 ,那么 ,分 点 坐标 为 


1 十 由 
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弄 清 楚 了 这 一 点 ,那么 共 线 的 三 点 当 任 滞 确 定 了 起 点, 终点 与 分 点 
后 ,它们 坐标 之 间 的 关系 就 由 (1.1- 全 给 定 ,教材 8 1.1 例 3 的 解法 
二 就 是 根据 这 一 点 . 

公式 41.1- 人 和 的 应 用 ， 一 般 有 下 面 四 种 情况 ， 

1” 已 知 线段 的 起 点 与 终点 的 化 标 以 及 定 比 4, 求 分 点 的 坐 
标 ， 

2” 已 知 线段 的 分 点 坐标 ,起 点 (或 终点 } 众 标 及 比值 4, 求 终 
点 或 起 点 ) 的 坐标 ， 

3* 已 知 线段 的 起 点 ,终点 及 分 点 的 坐标 , 求 比值 4; 

4” 证 三 点 基线， 如 果 按 3 ,由 兰 点 的 横 坐 标 求 出 的 和 与 由 
纵 毕 标 求 出 移 的 值 相 同 , 即 4= ,那么 ,三 点 共 线 ， 

3) 解析 法 证 题 

当 平面 上 建立 了 交角 坐 标 系 之 后 ,平面 上 的 点 都 有 了 坐标 ,我 
们 就 可 以 用 坐标 法 即 和 解析 法 米 证 明 一 些 简单 的 几何 题 ， 在 这 里 必 
须 指 出 ,在 解析 刀 何 中 有 了 时 也 利用 平面 几 从 的 定理 作为 论证 根据 ， 
因为 一 切 都 要 用 解析 法 徒然 塔 加 证 明 的 困难 与 需 琐 。 解析 波 证 
题 , 仅 是 证 明 几 何 命题 的 一 种 方法 ,有 了 时 , 它 不 一 定 比 直 接 从 几何 
的 定义 .定理 经 过 逻辑 推理 证 明 的 “综合 法 ”容易 , 但 一般 说 来 , 解 
六法 倒 于 构思 ,方法 具有 普遍 性 ， 

用 解析 法 证 题 时 ,选取 适当 的 众 标 系 可 使 证 明 简 单 ; 例 如 教材 
1.1 例 4 中 的 两 种 坐标 系 的 选取 ,都 有 利于 简 化 运算 , 如 果 取 一 


和 和 
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般 的 坐标 系 运算 就 要 复杂 -~- 些 了 。 这 是 因为 如 果 取 一 般 的 直角 毕 
标 系 ,那么 平行 四 边 形 4BC 的 四 顶点 的 坐标 可 设 为 
A YD) BR Ya) Oma Ya) DCFa Ya)s 
再 根据 平行 四 边 形 对 角 线 相互 平分 的 条 件 有 
ttt 十 加 一 2 十 
马 2 2 
即 
他 ! 十 和 3 一 省 2 十 3 与 V1 十 Ye 二 Yo 二 yy (C1) 
然后 由 两 点 距离 公式 通过 计算 ， 并 运用 (1) 才 能 证 得 
1AB]?+ |]BOI:+ IODI?+1IDAl: 
=| A0l?+1BD|?, 
虽然 我 们 还 可 以 把 上 述 的 证 法 改进 一 下 , 设 平 行 四 边 形 
ABCD 的 两 顶点 .BB 的 坐标 为 A(CXT1s YY1), Blrs, ya), 两 对 角 矿 
40 与 BD 的 交点 Mo 的 坐标 为 用 0(zo,y0o)， 闭 么 其 余 两 顶点 的 
毕 标 为 C(2 wo 一 X112 YY0 一 1) ;DD(2 zo 一 Wo;2 Yo 一 2)， 这 样 通过 
计算 也 能 证 得 
[A4BI:+|BOI+ CCD:+|DAl:= | ACl:+IBD|: 
但 是 以 上 证 法 与 教材 中 的 方法 比较 ,我们 不 蕉 发 现 , 它 在 证 明 过 程 
中 的 计算 就 要 繁 一 些 了 ， 


2。 方 程 与 图 形 


1) 曲线 与 方程 

曲线 (或 图 形 ) 是 几何 中 前 对 象 ， 方程 是 代数 中 的 对 象 ,我 们 通 
过 举 标 革 把 它们 联系 起 来 了 ,因此 曲线 (或 图 形 ) 与 方程 是 解析 几 
何 的 基本 概念 ， 我们 知道 ,这 里 所 指 的 曲线 是 动 点 的 轨迹 , 因为 动 
点 运动 的 规律 不 同 , 动 点 的 轨迹 也 不 一 样 ,所 以 轨迹 是 说 明 动 点 变 
动 规律 移 几 何 形 人 象 ， 醋 热点 可 以 用 些 标 表示 ， 虚 的 变动 也 就 可 以 
用 上 坐标 的 变动 来 表 示 , 丽 点 的 变动 规律 可 以 用 坐标 (x,y) 的 变动 
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规律 来 表示 ， 也 就 是 用 含有 两 个 变量 * ,y 的 方程 来 表示 , 于是 平 
面 上 的 曲线 便 与 代数 中 的 方程 Cz,y) 一 0 联系 起 来 了 ， 这 样 我 
们 在 教材 中 就 提出 了 关于 方程 与 图 形 的 定义 1.2.1， 这 个 定义 非 
常 重要。 读者 对 它 要 有 充分 的 认识 . 

关于 方程 与 图 形 有 两 个 基本 问题 必须 解决 . 

全 已 知 曲线 (或 图 形 》, 求 它 的 方程 ; 

名 已 知 方程 , 面 出 它 的 图 形 ( 或 曲线 ). 

所 袁 “ 由 曲线 求 它 的 方程 "就 是 把 “构成 曲线 的 几何 条 件 ” 转 化 
为 动 扩 的 坐标 (x ,y) 所 适合 的 方程 ”, 也 就 是 说 把 "几何 条件 ” 翻 
译 成 “ 民 数 条件 ”, 因 此 在 -- 般 情况 下 , 求 得 有 曲线 的 方程 之 后 ,我 们 
还 不 能 知道 这 方程 所 代表 的 熙 线 的 形状 ， 必 须 通 过 第 2 个 基本 问 
题 的 讨论 ， 才 能 画 出 这 方程 所 表示 的 图 形 . 

2) 由 曲线 录 它 的 方程 

由 曲线 求 它 的 方程 一 般 需 要 下 面 的 五 个 步骤 ， 

1 选取 适当 的 坐标 系 ( 如 题目 中 已 给 定 ,这 一 步 可 省 略 ); 

2 在 曲线 上 任 取 一 点 型 (zy)) 

3 ”根据 明 线 上 的 点 所 要 满足 的 几何 条 件 写 出 等 式 ; 

4 有 才 点 的 华 标 4,y 的 关系 式 来 天 示 这 个 等 式 , 并 化 简 得 方 
程 ; 

5 证明 所 得 的 方程 就 是 曲线 的 方程 也 就 是 证 明 它 符合 
定义 1.2.1( 如 果 化 简 的 过 程 部 是 辣 解 变 形 芍 过 程 , 便 可 断 言 所 得 
药方 程 就 是 曲线 的 方程 ). 

教材 $1.2 中 的 例 1 一 例 6 基本 .上 就 是 按照 上 面前 步骤 米 解 
的 ， 和 宇 这 些 步 骤 中 的 第 1" 步 ,往往 影响 到 方程 的 繁 简 , 教材 中 提 
出 的 见 点 习惯 的 做 靶 ,例如 ,过 性 问题 中 有 直角 ,可取 电 角 边 作 为 
两 开标 轴 建 立 直角 肖 标 系 : 如 果 遇 到 图 形 有 对 称 辅 或 对 称 中 心 ,又 
常常 取 对 称 轴 为 坐标 困 , 或 对 称 中 心 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 ， 
这 时 的 曲线 方程 将 比较 简单 ,但 是 一 般 地 说 ,建立 坐标 系 无 一 定 的 


* 


规律 可 特 , 只 有 通过 实践 ， 驹 姑 村 、 多 总 毕 , 注音 具体 阿 题 具体 分 
析 ， 玫 能 逐步 掌握 好 这 一 点 ， 

解决 了 第 一 个 基本 问题 , 即 建立 了 赐 线 的 方程 之 后 ,研究 曲线 
与 曲线 之 间 的 关系 就 转化 为 讨论 方程 与 方程 之 间 关 系 的 代数 问 
题 ， 世 就 是 说 我 们 可 以 用 我 数 的 方法 来 研究 有 关 昭 线 的 几何 问题 
了 ， 教 材 中 以 平面 上 最 简单 的 曲线 -一 直线 为 例 ， 用 代数 的 方法 
研究 了 两 直线 的 位 置 基 系 和 点 与 直线 的 位 置 关系 的 判定 ， 以 及 导 
出 了 两 直线 的 交角 和 点 到 直线 的 距离 的 计算 公式 ， 读 者 不 仅 要 掌 
提 这 些 结 论 ， 而 且 要 领会 它 的 思想 方法 ， 

3) 由 方程 画 出 它 的 图 形 

由 方程 如 何 本 出 它 的 图 形 ,我 们 介绍 了 “ 描 点 法 "在 这 里 我 们 
提出 见 点 注意 事项 ， 

1” 必须 明确 在 画 方程 的 图 形 时 ， 对 方程 进行 讨论 的 重 训 
性 。 例 如 对 方程 进行 讨论 很 容易 明确 x? 一 y? 二 0 代 几 两 相交 直线 
《2 一 1 十 【 近 一 1 一 0 代表 四 个 点 人 红 ,1) (一 1,1),( 一 1, 一 1) 与 
(1, 一 1) ,而 方程 (vw? 十 1)?+《(y? 十 1)? 二 0 不 表示 任何 实 图 形 , 如 果 
不 进行 讨论 ， 这 些 结论 并 不 是 很 显然 的 . 

“2” 在 讨论 曲线 的 三 种 对 称 性 ( 妈 关 于 有 # 轴 ， 关 于 7》 轴 , 关 于 
坐标 原点 对 称 ) 中 ,如 果 有 两 种 成 立 ,那么 第 三 种 必然 成 立 。 例 如 
当 曲 线 关于 轴 与 y 轴 才 对 称 ,那么 曲线 关于 坐标 原点 一定 对 称 ， 
这 是 因为 曲线 甘于 * 轴 对 称 , 所 以 当 点 (4 ,y) 在 曲线 上 有 时, 它 关 于 
z 轴 的 对 称 点 (+ ,一 y) 也 在 曲线 上 ;又 曲线 关于 3》 回 也 对 称 ,从 而 
当 虚 (z ,一 在 曲线 上 时 , 它 关于 9 轴 的 对 称 点 (一 + ,一 y) 也 在 上 则 
线 上 ,这 样 从 点 (+,y) 在 曲线 上 , 推 得 点 (一 z+, 一 y) 了 世 在 曲线 上 , 因 
此 曲线 甘于 原点 对 称 . 

3” 求 曲 线 的 范围 ,归根 芭 底 是 确定 z( 或 y) 的 变化 范围 使 得 
y( 或 +) 成 为 实数 , 它 和 解 不 等 式 有 着 密切 的 关系 ,但 无 统一 法 则 ， 
只 能 具体 问题 具体 分 析 ,例如 对 方程 


== 人 由 一 是 一 
所 者 示 的 图 形 范围 可 作 如 下 讨论 ， 先 把 方程 改写 为 “ 
y= {ws 1)(2 w+1):, 


于 是 可 以 夏 出 { 一 去 ,0) 适 合 这 方程, 从 而 点 (一 二 ,0) 是 图 形 中 的 
点 ， 另 一 方面 当 w 之 1 时 ,Y22>0， 因 此 在 直线 x= 工 的 右 全 有 图 形 
士 的 点 ,但 当 z<1 时 (除去 = 一 一 二 ) ,72<0 所 以 除 点 (一 去,0) 
以 外 在 直线 一 1 的 左 侧 没有 图 形 上 的 点 ,所 以 方程 表示 的 图 形 是 
由 我 立 点 ( 一 去 ,0 ) 与 直线 "一 工 的 右 铀 的 曲线 构成 


3、 袜 图 、 双 曲线 的 户 心 率 


有 2 
浪 轩 和 + 符 =1(5*= a 一 c?) 的 离心 率 为 


| 


. Hel 
所 以 当 。 越 大 ,也 越 小 , 补 回 也 就 越 扁 ; 当 。 越 小 ,二 越 大 , 箭 贺 也 
训 越 贺 , 如 图 1-1( 图 中 将 椭 避 的 & 值 辕 定 )。 


DeEr el 1 
图 4-1 图 1-3 


双 直 线 世 一 一 咎 一 1(5: 一 0 一 a7) 的 离心 率 为 
6 十 下 五 2 
e 一 三 一 一 一 =y1i+as er 


所 以 当 高 心 证 。 越 小 ,之 也 越 小 , 双 脂 线 越 弯曲 ; 当 。 越 大 , 写 也 越 
大 , 双 曲 线 就 越 伸 直 ,如 图 1-2( 图 中 双 曲 线 的 4 什 因 定 ). 


才 、 直 线 族 


直线 族 是 指 具 有 共同 性 质 的 直线 的 集合 ,在 解 析 几何 中 常用 
带 有 参数 的 关于 *,y 的 一 次 方程 来 表示 ,本 课程 主 要 介绍 了 直线 
束 , 定 理 1.23.8 证 明了 以 两 相交 前 线 
li: Ar+By ttl=0 
| la: AxT Boy+ C=0 
的 交点 为 中 心 的 中 心 直 线 束 的 方程 为 
ACAIw + Biy+ON) rdwt BytiC)=0, . (2) 
其 中 2 是 不 全 为 志 的 参数 证 明 的 步骤 分 三 步 ， ，， 
“不论 :4 取 何 值 ,C2) 总 是 一 个 二 元 一 -次 方程 ,所 以 (2) 总 
a 
。 由 (2) 央 示 的 直 绕 总 通过 两 已 知 言 线 ti 与 7 蚁 变 点 
3” 直 (2) 表 未 的 十 线 包含 了 平面 上 通过 呈 与 3 交 点 的 所 有 直 
线 . 
“定理 1.2.4 是 关乎 平行 直线 束 的 问题 ， 
如 果 把 定理 1,2.3 的 条 件 作 一 些 扩充 ， 即 如 果 1 1 到 ,那么 有 
4 _B| | 


有 Bs” 
于 是 . 
Adi+uA, 41 二 Ra 
.4 Ba 


所 以 肖 线 
(CAA TT nANE TABIT LLB)Yy + (ACT HO) = 0, 
其 (2 也 与 它们 平行 ,因此 益生 时 ,方程 (2 表示 平行 直线 束 。 
利用 站 线束 来 求 直 线 的 方程 是 一 个 很 重要 的 方法 ， 特 别 是 对 
于 那些 通过 两 已 知 直 线 交 点 或 平行 于 已 知 直线 的 直线 问题 。 利 用 
真 线 东 可 使 这 些 问 题 的 解法 更 加 方便 。$1,2 的 例 8 与 例 9 就 说 
明了 这 个 问题 ， 


5。 极 上 坐标 


1》 极 坐标 系 下 曲线 与 其 方程 的 关系 

极 坐 宗 是 平面 钥 析 几何 中 第 用 的 即 一 种 坐标 法 ， 也 是 用 一 对 
有 序 实 数 来 确定 平 厨 上 点 的 位 置 ,但 是 在 役 维 标 系 下 ,平面 上 的 所 
MH 与 有 序 实数 对 (Pp;) 之 闻 的 对 应 关系 并 不 是 一 一 对 应 和 的 ， 同 一 
个 点 ; 它 移 极 举 标 却 有 无 数 多 ,例如 当 (p,9) 是 太 潮 的 极 化 标 肝 ， 
那 刀 (po+2 RAT) 与 (一 ,多 十 (2 下 十 1x)(& 为 整数 ) 都 可 以 作为 
点 必 的 极 誉 标 ,所 以 在 极 坐 标 系 下 ;曲线 与 其 极 坐 标 方 程 之 闻 的 关 
系 是 ; 讽 中 方程 『(p,F) 一 0 的 tp,) 必 是 曲线 工 上 的 茶 一 点 的 点 
标 ; 反 过 来 ;曲线 工 上 的 任何 一 点 至 少 有 一 组 极 誉 标 (p;w) 训 是 方 
程 (pp, 多) 二 0, 例 类 对 于 双 曲 线 与 其 艘 坐标 方程 


p=—— 2 —, (e»>1), (3) 


1— ecosgp 
它 的 一 支 由 p 取 正 情 各 点 所 组 不 ,而 另 一 支 是 由 Pp 取 俩 值 的 各 所 
所 组 成 ,下 面 我 们 来 说 明 这 个 问题 ， 
ei1,— 1c0smEl, 
1— ecospEe0, 


当 1 一 ecosgp 二 0 时 ,由 (3) 知 对 应 前 记得 不 存在 ,但 因为 这 时 
有 0<<cos gp 一 二 <1， 所 i w= afc cos-， 又 因为 e= 万 ， 所 以 


* J * 


cos p= 了， 从 而 lgp = 土 如 ,因此 这 时 过 极点 与 极 轴 交 成 角 
arc eos 或 一 arc cos 字 的 两 射线 分 别 与 双 曲 线 的 两 条 浙 近 线 平 


行 ， 两 射线 间 的 角 2 arc cos 忆 等 于 两 产 近 线 的 交角 (图 1-3). 


当 IT 一 ecosp<0, 即 cosp> 汪 时 ,由 (3) 知 2 取 负 值 ,也 就 是 当 


一 arc cose <p<c arc cos 二 时 ,p 取 人 负 值 ,这 时 的 点 为 双 曲 线 (3) 左 
支 上 的 点 . 
当 1 一 ecosg>0, 即 cos yp<< 二 时 ,由 (3) 徊 P 取 正 值 ,也 就 是 当 


arc cosa <o<x 或 一 r<p<-are cos 二 时 ，p 取 正 值 , 这 时 的 点 


为 双 其 线 (3) 省 支 上 的 点 ， 
在 极 坐 标 系 下 , 平面 上 的 点 与 其 极 学 标 不 是 一 一 对 应 的 ,这 就 
使 得 局 一 条 曲线 的 极 坐 标 方程 有 时 可 以 有 不 同 的 表达 形式 ， 如 方 
各 
p= 与 p= a 
表示 周一 个 图 ,而 方程 


号 年 = 


p= 一 


P11 1+ecosm 


i cos Los 


表示 周一 条 图 锥 曲线 ， 此 外 ,根据 方程 来 讨论 曲线 的 性 质 时 ,也 必 
须 注意 到 这 一 点 . 

2) 极 蛙 标 系 下 曲线 (图 形 ) 与 其 方程 的 两 个 基本 问题 

在 笋 坐标 系 下 ;关于 方程 与 曲线 (图 形 ) 之 间 也 存 在 着 两 个 天 
本 问题 ,这 就 是 

@ 由 曲线 求 它 的 极 谷 标 方程 ， 

@ 由 极 坐 标 方程 图 出 它 的 图 形 . 
这 琴 问 题 的 解决 ， 其 思想 方法 与 直角 坐标 系 下 的 情况 是 士 分 类 似 
的 ， 因 此 在 熟悉 直角 举 标 系 下 的 情况 的 基础 上 , 青 注 登 极 坐标 的 
特点 ,对 于 一 些 常见 的 了 癌 题 ,也 就 厅 难 解决 了 .教材 中 的 例 邓 蕊 初 
步 说 明了 这 个 问题 ， 但 是 我 们 必须 指出 ,对 于 棋 坐 桩 方程 的 讨论 
与 画图 ,是 -一 个 比较 复 素 指 问题 ,在 本 课程 由 只 作 初 步 的 介绍 .有 
兴趣 的 读者 ,可 去 参考 其 他 书籍 ， 下 面 对 这 两 问题 再 作 两 点 说 明 ， 

1” 对 于 一 些 曲 线 , 它 的 直角 举 标 方程 比较 复杂 ;而 极 坐标 方 
程 却 比较 夭 单 ， 倪 如 ,教材 $1.3 中 的 侈 工 . 例 2 所 指出 的 等 速 螺 
线 ( 即 阿 基 米 德 螺 线 ) 与 由 斯 卡 蜗 钱 , 可 如 例 3 的 心 驻 线 , 例 4 的 三 
吐 玫瑰 线 等 都 能 说 明 这 个 问题 ,特别 是 那些 绕 定 点 转 动 或 与 定点 
奉 关 的 点 前 雪 迹 , 用 极 坐 标 方程 来 表 未 往往 比 直 角 坐 标 方程 要 简 
单 得 多 . 

2° 在 判别 极 坐 标 方程 记 天 示 的 曲线 的 对 称 性 (关于 极 轴 .或 
极点 ,或 过 极点 号 垂直 于 家 轴 的 直线 邓 称 ?时 ,我 们 常 以 满足 方程 
的 动 点 的 对 称 点 的 坐标 伐 人 方程 来 检 鉴 ,如果 它 也 满足 方程 ,那么 
曲线 具有 对 称 性 (对称 于 报 轴 ,或 极点 ,或 过 极点 且 垂直 王 极 轴 的 
前 线 )，、 由 于 在 极 举 标 系 下 ,我 们 知道 ,点 的 坐标 不 是 唯一 的 , 队 极 
点 外 ,同一 点 的 伐 标 一 般 有 两 业 表达 形式 ,(p, 史 +2 Rx) 与 《一 p， 
则 二 《2 大 十 If)， 因 此 在 给 验 时 必须 考 碟 这 两 种 情况 ,只 要 有 一 种 


看 出 十 


适合 ,曲线 就 具有 对 称 性 ， 例 如 方程 

p= It03 公公， 
当 (Cp;P) 满 足 方程 时 , 它 关 于 极 轴 的 对 称 点 Lp; 一 9)[ 或 tp, 一 十 
2 Rx)] 了 出 满足 方程 ,所 以 昌 织 p 二 6 cos op 关于 报 轴 对 称 ， 了 再 如 方 
程 

月 一 在 Si 过 ， 
当 (p; 四 ) 满 是 方程 ; 明 然 (p, 一 9)[ 或 (Pp, 一 P+2 kz)] 不 满足 方程 ， 
但 (pp) 关 于 极 轴 的 对 称 点 的 坐标 的 另 一 表达 式 《一 pz 一 9) [或 
(一 ,一 p+ (2 户 +1)x] 却 满足 方程 ,所 以 4 一 a sin 2 gp 关于 极 轴 
对 称 . 至 于 关于 极点 或 过 极点 且 垂 直 于 极 轴 的 直 二 对 称 的 判别 ， 
世 有 类 催 的 情况 ， 

最 后 我 们 还 要 指出 , 曲线 性 质 的 研究 ， 往往 利用 曲线 药方 程 来 
进行 的 ,但 是 某 些 有 曲线 , 它 的 直角 坐标 方程 比较 复杂 而 它 的 极 坐 标 
方程 却 比 较 简 单 ,而 另 一 些 曲线 怡 巧 相反 ,因此 为 了 方 便 ,我 们 应 
根据 比较 简单 的 方程 来 研究 ， 这 样 就 有 必要 把 两 种 坐标 系 下 的 山 
线 方 程 互 换 ,和 而 公式 (1.3- 12) 或 (1. 3- 13) 就 提供 了 方便 z 

公式 (1.3-13) 有 时 也 写成 


p=+Vr+y, . 
| Y {1-313) 
tg PT 


但 它 必须 除去 z=0 的 例外 情形 . 


罗 、 补 充 例 带 


例 1 已 知 三 角形 的 顶点 是 A(4,0),，B(7,4),0O(0， 0 求 角 
由 的 平分 线 的 长 度 ， 
解 设 4 了 是 角 44 的 平分 线 ; 交 BO 按 于 了 (zy 儿 图 1-4)， 
由 三 角形 的 平分 线 的 性 质 知 


。 了 3 。 


而 .4 瑟 |=T7 一 和 54 一 5， 1401 一 4 
县 DD 是 BO 的 内 分 点 ;所 以 得 


BD _5 
D 条 
国 此 六 的 坐标 为 
7 28 4 16 
总 二 一 一 一 } 外 一 二 一 
1 1+2 9 


图 1-~5 


I4D |=Y (从 4) + (下 -0) = 9 Y 


9 

注 在 解析 几何 中 ,可 以 利用 初等 几何 的 定理 作 为 解 题 的 依 
据 ,本 全 的 解法 利用 了 平面 几何 中 关于 三 角形 内 角 平 分 线 的 定 
理 ， 

例 2 用 解析 法 证 明 三 角形 的 三 条 高 共 点 . 

证 法 一 ” 设 三 角形 45C, 取 48 边 所 在 直线 作为 x 胃 ,4B 边 
上 的 高 线 为 了 》 短 ,建立 直角 举 标 系 ( 图 1-5)， 

设 4,B,C 三 点 沧 标 分 别 为 (4,0), (5,0),(0,c) ,于 是 三 条 高 
线 的 方程 分 别 为 


es 得 


日 


4，y 一 0= 二 (zz 一 0), 即 px 一 cy 一 05 二 0， 


五 五 ， y—0= (x—b) ,Mar— sy— ab=0, 
O00, r=0, 
因为 8 如 与 00 的 交点 (0, 一 全 满足 4 的 方程 ,所 以 三 高 线 


并 必 ,BB OO 打点 ， 

证 法 二 ” 当 三 角形 为 直角 三 角形 时 ,本题 显然 成 立 , 这 时 直角 
顶点 即 为 三 高 的 交点 。 下 面 在 非 直 角 三 角形 的 情况 下 ,来 证 明 本 
题 也 成 立 ， 

设 三 角形 4BC 的 顶 虚 慌 标 为 A(wi,y1), Bz,y0), 0O(xs, 
y9) ;三 高 为 | 44'|=,18B | 一 B,C0 | 一 h( 图 1-6), 那 么 在 
直 和 角 三 角形 44B 与 44’C 中 分 别 有 


下 nn 
ro rs 
BA’= taB’ AU i 


氛 坟 


BA ig 


一 一 


“AC lgB: 


同 理 可 得 
CB’ tgA AC’ tgB 
BA teC oOB tgA’ 


申 了 部 *# 


再 设 点 44 的 举 标 为 (fy 那么 


yr go C 
一 it 万 二 te 他 “ 
tg 8 
3 + 时 & 
Yat CC 
] + tg 性 万 t 人 号 二 tSC ° 
. ts tg.B 


现在 把 也 工分 成 定 比 (tgB+tgC):tg4, 那 么 分 点 的 坐标 为 


po tgB + tg (至 tg B+ wotg <) 
zx— B44 1 有 CC / 
tgB -tev 
tg 此 


_ ritgA ratgB + Tatgt 


tg4+tgB +tgu > 


,tgB+iige ‘yatgB + yatgC 
,tgBitgC 
tg4 
VitgA+ ytgB+ Ystgt 
tgAdd+tgB tg “ 
类 似 地 ,我 们 把 另 两 条 高 BB’ 与 CC 分 别 分 成 定 比 (tgC TtgA4): 
tgB 与 (tg4+tgB):tgC, 求 得 它们 的 分 点 坐标 都 是 
( ritgA+ rtgB — tstgt yitgA+ yatgB Et yatgt ) 
tgAi+tgB+itgC 7 lgd4+tgB+tgu 
因此 三 角形 4838C 的 三 条 商 线 变 于 一 点 
( ritgA+i+ watgB + ratgl yitgAT yatgB + yatgC ) 
tgA+tgB rte : 1g .+tgB+tge 
注 本 例 的 证 法 二 选取 的 是 一 般 坐 标 系 ， 而 证 甘 一 选取 的 是 
一 个 圣 殊 位 置 的 适当 坐标 系 ,在 证 疲 二 中 ,由 于 计算 三 高 线 上 的 分 


J 晶 


和 一 


点 坐标 的 方法 是 完全 一 致 的 ， 仅 轮换 坐标 脚 码 与 兰 角 形 的 相应 的 
项 角 , 因此 采用 一 般 坐 标 系 是 非常 自然 的 ,也 是 比较 方便 的 ， 而 在 
证 法 一 中 ,由 于 要 建立 三 条 高 线 的 方程 和 求 两 高 线 交 点 的 坐标 , 因 
此 为 了 计算 简便 ， 我 们 选取 了 一 个 使 三 角形 的 顶点 坐标 尽 可 能 简 
单 的 特殊 位 置 的 坐标 系 : 如 采 在 这 里 也 取 一 般 坐 标 系 , 那 么 它 的 计 
算 就 要 繁 得 多 ， 因 此 在 解 题 中 , 怎样 根据 具体 问题 与 解法 , 侈 取 适 
当 的 坐标 系 , 是 十 分 重要 的 . 

例 3 蕊 知 两 定点 同 的 距离 是 12， 一 动 点 到 两 定点 距离 的 科 
积 等 于 定 全 36, 求 动 点 的 轨迹 . 

解法 一 ” 设 两 定点 为 4 与 4 由 题 意 容易 知道 , 动 点 的 轨迹 关 
于 直线 414;, 线段 41.4, 的 中 垂 线 以 及 4:4 的 中 点 都 对 称 , 因此 我 
们 取 直 线 4 4s 汶 8 轴 ， 线 氏 4 4s 的 中 垂 线 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 
(图 1-7), 从 而 得 两 定点 41 与 4 的 坐标 分 别 为 (一 6,0) 与 (6;0); 设 
动 点 为 六 (%,y) ,那么 有 
iMA|: IMA,|=36, 


或 
TY 6 3 
从 而 得 
Lx+6) + y21-T(s 6) + yj]=362, 
化 人 简 得 


Crt yD 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 。 它 的 图 形 如 图 1-8 所 示 ， 须 钱 也 和 做 专 她 
烧 . 四 
解法 二 、 取 414; 之 中 点 0 为 极点 ,射线 口 4; 为 极 轴 建立 极 坐 
标 系 (图 1- 9), 并 设 开 (p,9) 为 轨迹 上 的 反 ， 那 迄 
MA!MAs| =36, 


二 人 下 定理 得 ， 


| 型 4 一 j 马 | 二 [042—2120WI.|I0Alcostr— wp) 


二 0 十 36 十 120c0swr, 
[NA ON:2t 04210N|):.i0A,|cosp 


p+ 36— 120c0s0, 


由 而 有 
《pz 十 36 十 12pcosopf ap 十 36 一 12mc0sg)》 一 362。 
所 以 {D2 十 36)2 一 144D2cos20 一 362， 
因此 pi— T7202(2c08p—1)=0, 
于 是 有 pi T2c0sDp ,0 = 人 0. 


因为 p? 一 0 包含 在 02 一 72cos2g 中 ( 例如 当 9p 一 部 时 , ) 所 以 所 求 胃 


迹 方 程 为 
A =72C0529. 
这 个 方程 的 狠 形 见 例 8 . 
注 1 本 例 的 两 种 和 解法， 都 是 直接 由 轨迹 上 的 点 所 满足 的 几 
何 条 佳 列 出 竹 式 ,然后 代入 坐标 ， 得 到 动 点 坐标 所 满足 的 方程 ,这 
种 求 执 迹 方 程 的 方法 吗 做 直接 法 ,也 称 普 通 法 ,这 是 求 加 迹 方 程 的 
最 基本 的 一 种 方法 ， 


号 =。 


Po{xo yod 


MIP, Tp) 


EN 
1 A 
图 1-9 图 1-10 


注 2 这 个 双 绀 线 的 极 坐标 方程 也 可 由 它 的 站 前 坐标 方程 通 
过 两 种 坐标 的 互 换 公式 (1.3-12) 而 得 到 ,本 俩 是 $1.2 习题 6 当 
a 二 机 二 6 时 的 情形 ,因此 双 纽 竣 基 卡 西 中 角形 线 的 特例 . 

例 4 给 定 半 径 汶 58 的 加 及 其 上 的 定点 口 ; 过 0 任意 作 弦 , 求 
这 些 粥 的 中 点 的 轨迹 . 

艇 法 一 ” 取 咏 为 汽 虚 ， 过 妃 的 直径 所 在 直线 为 上 辐 建 立 直 角 
坐标 系 ( 图 1-10) 那 么 这 时 的 已 纤 图 的 方程 为 

E+ 4 一 2 和 一 0。 
设 0 Po 为 过 0 的 任意 强 , Po 的 化 标 为 (x0;Y0);0 Po 的 中 点 并 

的 你 标 为 (6 ,y)》，, 那 生 


xz 一 也 ， y 二 汪 ， 
或 . 

入 0 一 2 攻 ， Y0=-2y， (1) 
因为 (xzoyyo) 在 较 上 ,所以 有 

styi—2aro=0, (2) 

(1) 代 入 (2), 得 

(257) T+ (2y)2— 24(27)=0, 
却 了 二 和 3 一 7 一 0 或 ( 一生】 十 一 和 


坦 是 只 让 


这 就 是 所 求 的 坎 迹 的 方程 ， 它 是 一 个 圆心 在 [过 ，0 }， 半径 为 
站 
也 的 较 . 

解法 二 、 取 曲 为 极点 ; 过 0 的 直 
径 所 在 的 射 线 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 | 


(图 1-11)， 那 么 这 财 的 已 知 贺 的 方程 
为 


二 240059, 图 1-11 
设 过 口 的 任意 整 Po 的 中 上 为 开 (P,P)，Po 的 从 标 为 (po， 


Po 2 POP, (3) 
而 Ps 在 已 知 加 上 ,从 而 有 
Po 一 人 COS 的 0; (4) 
所 以 将 (3) 代 A 入 (4), 得 
A 二 200059, 
扼 P= ac0sg, 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 是 一 个 半径 为 二 的 圆 ， 


例 5 三 角形 Pi1P;Ps 的 三 个 顶点 分 别 在 三 条 已 知 的 平行 直 
线 1.La.13 上 , 试 求 三 角形 已 :zs 重心 型 的 轨迹 ， 

解 ” 庶 三 角形 已:PP3Pas 的 三 个 顶点 的 分 标 分 别 为 PTL,Y1)， 
Plzx29y2) ;PalwayY3) ,重心 型 的 坐标 为 型 (wy)， 三 条 已 知 的 平 
行 症 线 为 

tl: A+ By +CI=0, 
ia: Ar TT By + C=0, 
ta: A4T+ By+Cs=0, 


41 By Ci=0, (5Y 


Ass+ Byst Cs=0, (6) 


Axs+ Bysi+ Cs—=0, . . (7) 
且 
半 1 十 次 十 区 十 Ya 十 


由 (5) + (6)+(7), 得 : 
Alxi+z2t ia) + BOYL+ yat ys) + (C+ Ot Oa)=0, 
将 (8) 代 入 ,得 
34r+3By +(O tO O03}=0, 
由 


Tt By 


Fitts 
0, 


这 就 是 所 求 三 角形 了 Pi1 卫 ;了 ;的 重心 如 的 拉 迹 方程 它 是 一 条 与 已 
知 二 平行 直线 平行 的 直线 ， 
注 ” 例 4 与 便 5 的 解法 ,都 是 将 动 点 半 的 玲 标 L(% ,YY) 或 (Pp,)] 
转移 到 题 中 给 定 的 图 形 上 的 点 的 坐标 ， 以 阅 接 地 求 得 动 点 形 的 加 
迹 方 程 , 这 种 方 共 有 各 和 东明 做 转 赤 法 或 称 代 入 法 
例 6 已 知 招 物 线 的 顶点 在 从 标 原 点 ;对称 轴 芍 方 向 与 + 轩 
的 负 问 一 发 , 且 焦 点 参数 了 等 于 双 有 曲线 42 7 一 9y* 一 36 二 0 的 焦点 到 
活 近 线 的 距离 , 求 这 抛物 线 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 据 物 线 的 方程 为 
y= —282, 
而 双 昭 线 的 焦点 为 《 土 Y13,0) 浙 江 线 为 
2 直上 $Y 一 0， 
所 以 害 物 线 的 焦点 参数 为 


和 一 | 土 2 x Yi131.。 ， 
y13 
于 是 得 所 求 抛 物 线 的 方程 为 ， 


* 21 。 


yi 二 一作. 
例 了 一 直线 通过 点 4(5,2) 且 点 (一 3,1}) 到 它 的 耻 高 是 4, 求 
这 直线 的 方程 
和 解 ” 设 通过 点 4(5,2) 的 直线 方程 为 
y—2=RkR{(r—5), 
因为 点 (一 3,1) 到 它 的 距离 为 4, 所 以 有 


ektl| 
y Rs 
因此 得 
计 紫 和解 得 
加 9 
于 是 所 求 直 线 的 方程 为 
y 一 2 二 地 (z 一 5) 或 y 一 2 一 一 告 (z 一 5)， 
即 


3T 一 dy 一 7 二 人 0 或 5 十 12Y 一 49 二 0， 

注 例 5 与 便 7 两 题 都 是 已 知 所 求 曲线 的 类 型 ， 这 时 我 们 沈 
设 扬 求 曲 线 的 标 雁 方 程 或 一 般 方程 (或 已 满足 茶 一 已 知 条 件 的 曲 
线 的 标准 方程 或 一 般 方程 ) ,然后 再 根据 已 知人 条 件 ， 求 出 所 设 方程 
中 舶 参数 ( 胎 待 定 系 数 ), 这 种 方法 串 微 待定 条 数 法 ,待定 系数 法 也 
是 应 用 非常 广泛 的 一 种 方法 . 

例 8 和 作 方 程 p?=72 cos2¢ 的 图 形 . 

解 1) 曲线 与 极 轴 的 交点 设 p= 二 0 了 0 (或 多 三 TX)， 那 么 pp 二 


土 6V3 ， 所 以 基线 与 极 畏 交 于 点 ( 土 6V3,0)、 又 当 p= 了 了 时 ， 
p 一 0, 即 虑 (0, 子 ) 满 足 方程 ,所 以 曲线 又 过 极点 ， 


a 22 9 


2) 曲线 的 对 称 性 ”党 《p，P7? 满 足 方 程 时 ， 显 热 〈p, 一 2)， 
《一 ,一 2) (一 P 9) 都 满足 方程 ,所 以 曲 线 关 于 极 轴 ,过 极点 且 重 
直 于 极 轴 的 直线 以 及 极点 都 对 称 ， 

3) 曲线 的 存在 范围 。 因 为 lcos2g1 夺 1， 所 以 p? 守 72, 或 |p| 
太 6V 2 ,因此 有 曲线 被 包 胀 在 加 p= 5 2 内 ， 另 一 方面 ,由 于 方程 


的 左 浊 p? 之 0, 因 此 当 了 <p< 妆 x 或 一 部 x<g<< 一 子 x 时 无 对 应 


的 p 的 实数 值 ,所 以 在 了 <p<< 闻 4 与 一 了 +<p < 一 子 部 分 无 


图 形 , 
4) 描 点 绘图 求 出 p,8 的 对 应 值 , 视 据 2) 与 3) ,我 们 只 可 


考虑 0<<p 扬 字 ， 且 p20 的 情况 可 以 了 ， 其 余 根 据 对 称 性 画 出 
《图 1-12). 


如 23 * 


五 ， 自 我 测验 题 
1. 填空 题 
《1) 如 果 点 一 的 直角 尝 标 为 { 一 1,2), 那 各 它 关于 z 轴 的 对 称 
点 的 坐标 为 ,关于 y 畏 的 对 称 点 的 学 标 为 ， 
甘于 原点 的 对 称 点 的 坐标 为 ” ,关于 直线 7 一 y==0 的 对 
称 点 的 坐标 为 


(2) 如果 点 了 的 航标 为 (3， 所)， 那 么 它 关 于 极 轴 的 对 称 点 


的 坐标 是 _、 __ 或  、  ， 美 于 极点 的 对 称 总 的 坐标 是 
-~ 或 _ _  ， 关 于 过 报 点 有 垂直 于 极 轴 的 直线 的 允 
称 点 的 坐标 是 或 .， 
(3) 三 角形 4B8C 的 顶点 4、8 的 华 标 分 别 为 {一 1,2),(1,5)， 
三 角形 的 重心 五 的 坐标 为 (1,3) ,那么 这 三 角形 的 顶 上 局 的 坐标 为 
， 刀 BB 边 上 的 电线 长 为 ， 


LD 六 各 加 -天 + -后 -=1 在 * 轴 上 的 顶点 为 双 曲 线 的 人 
点 ， 杭 略 的 焦点 为 双 曲 线 的 顶点 的 双 槛 线 方程 为 
(5) 已 知 方程 -二 二 + 而 二 二 1 (a>5>0)， 当 的 值 为 


时 表示 椭圆， 当 4 的 值 为 。 时 形 示 汉 曲 线 ， 
【6 吉 线 i 。 A + By 二 =O 与 1 AT t+ Boy + 2 人 必 相 
交 的 条 件 是 _..  ， 平 行 的 条 忻 是 _， 重 合 的 条 件 


大 。 

(7) 直线 :ww 一 2 y+4=0 与 1 :3 一 yY 一 ?= 二 0 的 类 角 是 
 ” _， 过 五 与 刁 的 交点 且 与 直线 1;:* 十 y 十 1 二 0 菲 直 的 直 
线 方程 是  __.，  ， 原 态 到 直线 避 的 阻 高 是 .上 慰 


* -e 


rd 


点 到 直线 的 距 视 是 _..， 

《8) 则 级 的 极 坐 标 方程 为 psin 2 二 6, 它 的 直角 和 坐标 方程 为 

， 而 直角 坐标 方程 为 (xw? + y?)33= wx? 的 曲线 的 极 淮 标 

方程 为 ..， 

2. 已 知 PP 是 矩形 48CD 所 在 平面 上 的 任意 一 点 ， 斌 用 解析 
法 证 明 

PA:+ PO= PPB-+ PD?, 

3， 求 到 了 丙 定 点 了 1 与 了 ;的 距离 之 比 为 常数 色 (>0) 的 动 点 
的 轨迹 . 

4。 三 角形 4BC 底 边 的 两 个 端点 为 B( 一 3, 人 ,QO(3,0) ,顶点 
4 在 直线 7 了 2Y 一 5yYy 一 35= 一 0 上 移动 , 求 送 三 角形 重心 的 轨迹 . 

5， 试 证 不 论 有 为 何 值 ,直线 (2 RR--1)z 一 (k++3)y 一 (一 11》 
=0 重 过 一 定点 ， 并 求 思 这 一 定点 ， 

6， 半 径 都 为 g 的 两 个 等 辆 ， 它 们 的 剧 心 分 别 在 两 根 互相 禾 
直 站 交 于 上 点 的 定 直 线 上 ， 且 两 各 都 通过 0 点 ， 过 口 点 任 作 直线 
1， 分 别 交 两 山寺 4 与 BB, 试 求 线段 4B 中 点 的 轨迹 . 

7， 曾 出 下 列 方程 所 表示 的 图 形 


2 
(1) y= |}]z|; (2) P= eow" 


着 字 于 


第 二 章 ”平面 曲线 的 参数 方程 


一 内容 概述 


本 意 主 要 介绍 在 直角 坐标 系 下 曲线 的 参数 方程 ， 它 是 第 一 童 
曲线 方程 的 继续 ， 对 于 曲线 及 其 贿 数 方程 ， 也 有 两 个 基本 问题 ， 
肛 由 曲线 求 其 参数 方程 与 由 参数 方程 画 出 它 的 图 形 ， 俱 是 在 这 里 
我 们 只 介绍 田 线 的 参数 方程 . 

本 章 教材 分 平面 曲线 的 参数 方程 ， 寡 数 方 程 与 普通 方程 的 互 
化 ， 以 及 从 数 方程 的 应 用 三 个 单元 . 

第 一 单元 ;平面 曲线 的 参数 方程 ,基教 材 的 §2.1， 我 们 从 鲜 抛 
适 动 这 个 实际 例子 出 发 ,引进 了 曲线 参数 方程 的 概念 ,说 明 参 数 方 
程 这 个 概念 来 自 实 际 需 要 ,然后 通过 圆 的 新 开 线 , 摊 线 和 加 的 内 旋 
辊 线 见 个 典型 的 例子 谱 明 有 曙 线 的 参数 方程 的 探求 方法 . 

第 二 单元 :参数 方程 与 普通 方程 的 互 比 , 即 教材 的 反 .2。 这 一 
单元 重点 介绍 了 两 种 方程 互 化 的 方法 ， 这 就 是 由 参数 方程 消去 参 
数 化 为 普通 方程 和 由 普通 方程 送 当 地 选取 参数 化 为 参数 方程 。 上 出 
于 两 种 不 司 形 式 的 方程 表示 同一 条 雪线 ， 因 此 在 互 化 时 ， 我 们 旦 
别 强 调 了 两 种 方程 的 等 价 性 。 参 数 方程 与 普通 方程 的 豆 化 是 一 个 
技巧 性 较 高 的 问题 ,读者 只 有 通过 多 练习 ,多 思 革 ,不断 总 结 ， 廊 
能 真正 的 理解 与 掌握 它 . 

第 三 单元 ， 参 数 方程 的 应 用 ， 即 呢 .3， 并 据 曲 线 参 数 方程 的 
蛙 征 ， 举 例 说 明和 如 何 利用 昌 线 的 参 狼 方程 来 解雇 与 该 曲线 上 的 丘 
的 位 置 有 关 的 一 些 几 何 问 题 ， 还 介绍 了 适当 引进 和 参数， 利用 居 数 
法 来 解 题 . 
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学 习 要 求 


1, 学 所 曲 线 的 参数 方程 的 概念 ， 了 解 癌 一 一 条 出线 的 参数 方程 
可 以 有 多 种 不 同 的 形式 ， 

2， 基 本 掌握 曲线 的 参数 方程 与 普通 方程 的 孔 化 。 

3， 郊 悉 几 条 芝 用 由 线 的 参数 方程 及 其 图 形 . 

4， 能 初步 应 用 曲线 的 参数 方程 米 解 与 读 曲 线 有 关 的 一 些 几 
何 题 ， 计 能 利用 参数 甘 玉 解 题 ， 


学 习 辅导 


1. 曲线 的 参数 方程 


山 线 的 参数 方程 的 定义 3.1.1 实际 上 是 与 由 线 徇 普通 方程 的 
定 艾 1.2.1 是 一 致 的 ， 这 是 国 为 当 曲 绕 坟 的 参数 方程 为 
人 ， 
y=B(t), 
时 ,图 定 艾 2.1.1 知 ， 对 于 每 一 个 i(a 志 1t 和 8)， 由 (1) 记 确定 的 点 
时 (zy 都 在 曲线 六 上 ,这 就 是 所 有 满足 方程 人 1 的 点 (zy) 都 在 
册 线 厂 上 ;有 反 过 米 ;曲线 夏 上 的 任 一 点 寻 (w,y) 由 定 关 2.1.1 知 , 它 
都 可 由 主 的 某 一 个 容许 值 通 过 (1) 式 得 到 。 也 就 是 说 , 册 线 六 下 的 
点 对 (zy 的 举 标 满足 方程 (1)， 
曲线 的 参数 方程 (1 中 有 三 个 变数 ,其 中 两 个 即 与 表示 助 
线 王 动 点 的 坐标 ,而 另 一 个 变 斤 所 是 做 参数 , 它 起 着 联系 多 与 了 的 
作用 所 谓 参 数 是 相对 于 yy 与 ?了 而 音 的 ， 因 此 参 煞 方程 的 一 个 特 
征 是 既 有 表示 坐标 的 变数 ,也 有 毕 标 以 外 的 其 他 变数 , 即 参 数 . 参 
数 方 程 的 另 一 个 特征 是 ， 红 标 变数 与 分 别 可 以 表示 成 参数 的 
函数 ,至 于 这 个 参数 用 什么 字母 来 表示 是 无 关 紧 要 的 。 
在 建立 曲线 的 参数 方程 时 ， 穴 数 的 选择 是 非常 重要 的 ， 同 一 


和 


(Gtb) . (1) 


个 问题 ， 由 于 选取 的 参数 不 同 ， 所 得 的 参数 方程 的 形式 也 就 不 一 
样 . 例如 通过 两 点 革 1(21 71) rayys) 的 直线 的 参数 方程 为 


r=x1+(v— st, 
一 ti< 二 oo]。 2 
(yo ye (t+) ‘2) 


另 一 方面 ,如 果 把 直线 上 的 动 点 如 (x,y) 看 作 并 1 的 定 比 分 咸 ， 
那么 有 


《4 到 一 1 。 {3) 


这 时 把 4 看 成 是 参数 ,方程 (83) 就 是 由 两 点 Mi Ms 决定 的 直线 的 

参数 方程 了 (除去 点 对 )， 方 程 (2) 与 (3 表示 着 同一 条 直线 (除去 

点 .) ,它们 应 该 是 等 价 的 ， 事 实 上 将 (2 改写 为 

他人 (4) 

y=(1—D yt+tiys, 

作 参 数 代 换 f = 卫生 ,那么 由 (4)[ 即 (2)] 就 可 化 为 (3) ,由 (3) 就 
可 任 为 (4)L 即 (2)j 了， 

教材 中 的 内 旋 轮 线 的 两 种 不 同形 式 的 参数 方程 (2.1-5》 与 

(2.1-57) ,也 可 以 通过 参数 代 换 6 一 之 9 而 互 化 ， 从 而 它们 是 等 价 


的 . 


2， 参 数 方程 与 普通 方程 的 互 化 


普通 方程 的 名 称 是 相对 于 参数 方程 而 言 的 。 这 一 单元 主要 介 
绍 了 下 面 兰 个 问题 ， 

1) 化 曲线 的 参数 方程 为 普通 方程 。 

任 参 数 方程 为 普通 方程 ,关键 在 于 和 如何 清 去 参数 ,但 是 怎样 消 
去 参数 ,确实 是 一 个 比较 图 难 的 问题 ,我们 既 设 有 一 般 的 方法 来 请 


时 将 这 寺 


秦 数 ,而 且 不 一 定 所 有 的 参数 方程 都 能 化 成 普通 方 释 ,但 是 本 课程 
所 介绍 的 参数 方程 都 是 比较 简单 的 ， 因 此 在 消 参 数 时 常常 使 用 代 
人 法 或 利用 三 角 公 式 ， 应 用 代入 消去 泪 ， 对 于 一 些 特 别 简 单 的 参 
数 方 程 可 直接 代入 ， 例 如 8 2.2 例 1 ,如 果 参 数 方 程 稍 许 复杂 一 些 ， 
就 要 先 作 一 些 化 简 ,然后 再 代入 ,如 化 参数 方程 

人 十 所 十 芋 ， 


(一 co<i< rt) 
¥ 二 一 3 十 2， 
汐 普 通 方 程 时 ， 洁 把 两 式 相 减 得 
一 JY 二 和 ft 一 1， 
所 以 stl 


于 . 
再 把 它 代 人 参数 方程 的 第 一 陈 ( 或 第 二 式 ) 就 得 普通 方程 为 


(es 
即 二 yi 2 wy—10 rm—6y+21=0. 
应 用 三 角 公 式 消 参数 也 是 如 此 ,8 2,2 例 2 基本 上 是 直接 应 用 
三 角 公 式 
Cos +sind=1 与 5ec 和 一 tg 和 组 二 1 
对 于 有 些 参 数 方程 的 消 参 数 ， 也 必须 先 作 一 些 化 简 再 应 用 三 角 公 
式 ， 例 如 
全 cos 日 ， (_ <b<m)， 
yc0s28, 
沈 把 第 二 式 化 为 
y= a(t2c05°0—1), 
再 把 第 一 式 代 人 化 篇 ， 即 得 它 的 普通 方程 为 
一 一 
考 程 由 附加 了 条 件 一 a<z<a ,这 是 因为 一 1<cosb<1, 由 原 参 数 
方程 的 第 一 式 知 一 4 所 z 所 a 


2 


2) 化 曲线 的 普通 方程 为 参数 方程 
把 曲线 的 普通 方程 天 (x,y) 一 0 化 为 参数 方程 f= 二 yp( 科 ,二 
引 t 站 一般 分 下 列 三 个 步 又 进行 . 
1 根据 普通 方程 了 (*，y) 一 0 或 它 所 表示 芍 图 形 的 特征 选 
肥 适 当 的 参数 
2” 投 遇 rzy 中 的 一 个 与 基数 # 的 关系 ,如 一 wp()[ 或 y= 
P(E) js 
3 ” 把 这 个 关系 式 7 二 g(t)[ 或 y= 二 jj 代入 (wy) 二 0， 
然后 解 出 y= 二 DL 或 2=p{t)], 
于 是 普通 方程 (x,y)==0 就 化 为 关 数 方程 
和 
y=P(E) 
了 .但是 必须 福 意 , 由 于 选取 的 套数 不 同 , 关 系 式 节 一 (可 以 有 
不 同 的 形式 ;从 而 y= 交 ( 由 也 训 有 所 不 同 , 因 此 一 条 曲线 的 参数 方 
程 也 就 有 多 种 不 间 的 形式 ， 在 化 普通 方程 为 参数 方程 时 ， 出 于 还 
取 的 参数 不 同 , x 可 以 是 的 代数 落 数 ,也 可 以 是 1 的 三 角 靖 数 , 
在 代数 蚂 数 中 ,显然 有 理 孙 数 比 无 理 阔 数 来 得 简单 ,因此 怎样 尖 当 
地 选取 参数 上 ,使 得 
人 9， 
y= P(t), 
其 有 比较 莘 单 的 形式 ， 也 就 成 为 我 们 在 化 普通 方程 为 参数 方程 时 
应 注意 的 问题 ,但 是 要 贷 到 这 一 点 ,有 了 时 并 不 容易 ， 也 没有 一 定 的 
波山 可 遵循 ， 在 本 课程 的 习题 中 ,为 了 减少 读者 的 困难 ,已 应 先 给 
册 了 关系 式 3 一 和 ([ 或 了 三 细 丰 ]。 但 读者 不 要 受 此 束缚 ， 在 解 
题 时 ,多 考虑 几 个 为 付 么 ? 


教材 8 2.2 例 5 化 术 圆 的 普通 方程 号 二 操 =1 为 参数 方程， 


我 们 采 必 了 两 种 不 同 的 解 闫 ， 解 座 一 是 从 烽 圆 冯 普 通 方 程 的 特征 
有 


出 发 ,利用 三 角 函 数 公式 ,而 迅速 地 把 儿 化 为 参数 方程 (2.2-3). 
解法 二 是 从 袜 圆 的 图 形 特征 出 发 ,在 椭 贺 上 取 点 (0,5)， 以 它 为 中 
心 作 直 线束 y 王 tz bli 为 参数 }， 和 让 于 直线 与 椭 图 最 多 只 有 两 个 


交点 ， 所 以 用 y 一 如 二 代入 5 十 监 一 1， 在 几何 上 就 是 求 直线 与 椭 


加 的 第 二 个 交点 ,因而 方程 必然 有 解 ,而 且 不 会 出 现 无 理 式 ， 从 而 
得 到 了 椭圆 参数 方程 的 另 一 种 形式 (2.2-3)， 由 于 它 的 表达 式 都 
征 有 理 式 ,因此 每 当 给 定 主 的 一 个 值 时 . 即 得 一 个 有 理 点 ， 而 在 原 
方程 中 ,每 给 定 z 的 植 ,其 对 应 的 3》 值 却 不 能 保证 为 有 理 数 ， 因 此 
箱 用 描 点 法 由 方程 来 画 它 的 图 形 时 ,参数 方程 有 它 优越 的 地 方 ,从 
上 分 析 ,我 们 还 可 以 知道 直线 东 的 中 心 除 (0,5) 外 ， 可 取 椭 贺 上 任 
意 其 他 定点 ,例如 (0, 一 5) ,或 (a,0) ,或 (一 a,0) 等 , 即 可 设 y 一 红 
一 了 ,或 + 二 ty 寺 ,或 4 一 ty 一 a 等 都 能 达到 化 补 加 的 标准 方程 为 
参数 方程 的 且 的 ， 仿 此 ,在 化 双 曲 线 的 普通 方程 


为 参数 方程 时 ,可 设 二!y + 中 或 = 地 (% 一 a) |, 从 而 得 它 的 参 
数 方程 为 
aCar + Det) 


— bt2 3 a 
2 ub:t ( ‘e+ &) 


作为 练习 ,读者 可 用 此 方法 化 抛物 线 方程 一 2 pz 为 参数 方 
程 . 

这 里 还 要 指出 ,在 相同 的 坐标 系 下 ,虽然 曲线 的 大 数 方程 因 参 
数 选取 不 同 而 有 多 种 不 同 的 形式 ， 但 是 消去 参数 后 的 普通 方程 却 
是 一 样 的 。 

3) 参数 方程 与 普通 方程 互 化 时 的 等 价 性 


1 


在 普通 方程 与 参数 方程 互 化 时 ， 必 须 注意 不 要 把 与 了 的 取 
值 范围 乞 小 或 扩大 ， 也 就 是 说 同一 条 曲线 的 普通 方程 与 参数 方程 
必须 等 价 。 这 里 所 说 的 两 方程 等 价 , 就 是 指 两 方程 的 解 集 相等 ， 
这 就 是 说 , 福 足 普通 方程 (x,y) 二 0 的 任意 一 组 解 (7,yY)， 总 能 
由 参数 方程 5 一 p(y = 了 (1) (a 所 6) 通过 基 一 参数 长 在 参数 
的 完 许 值 范围 内 ) 给 出 : 反 过 来 ,对 于 任 一 参数 i(a 志 1 所 5)， 由 大 
数 方 程 决定 的 x 一 gp( 引 ,yy 二 8( 引 一 定 满足 车 通 方程 ， 即 有 
F(t) ,BD )=0 成 立 ， 例 如 前 面 我 们 把 参数 方程 
和 一” COs 


《一 TO<T) 
和 一 如 COS 了 站 


化 为 普通 方程 
2 Xi— Ay d=0 
时 ,就 扩大 了 3 与 ”的 取 什 范围， 因此 我 们 必须 附加 条 件 一 4a 所 2 
这 4, 这样 就 保证 了 两 汶 程 的 竺 价 ， 
在 两 种 方程 的 互 化 时 ,七 戒 草率 从 事 ,而 必须 把 所 得 的 结果 与 
原 方 程 比较 研究 一 下 ,看 看 它们 是 否 等 价 ,如 果 恬 现 有 问题 ， 就 必 
须 重 新 考 碟 或 补 王 附加 人 杂 件 ， 务 必 使 所 得 的 结果 与 诛 方 程 等 价 . 


3- 参数 方程 的 应 用 


曲线 参数 方程 的 特征 是 曲线 上 的 动 点 的 两 个 举 标 + 与 Y 分 别 
表示 成 参数 二 的 函数 ,好 +=p( 科 ,yy 二 多 ( 引 , 当 参 数 取 定 后 ， 曲 线 
上 的 点 的 位 置 世 就 被 确定 了 ， 居 此 对 于 那些 与 曲线 上 的 虚 的 位 置 
有 关 的 一 类 几何 题 ， 常 常 应 用 曲线 的 参数 方程 来 解 。 应 用 曲线 的 
参数 方程 ,往往 且 路 清楚 ,有 了 时 也 比较 方 锯 。$§ 2.3 的 例 1, 例 2 与 
例 3 它们 充分 说 明了 这 个 同 题 ， 也 显示 了 参数 方程 的 优越 性 ， 下 
面 几 个 习题 也 都 可 以 象 例 1， 例 2 与 例 3 那样 利用 曲线 的 参数 方 
程 太 解 (解法 风神 充 们 四) 2 

1° 设 忆 为 桶 区 3 汽 =1(4>5) 上 的 点 ， 但 不 是 短 辆 的 端 


间 了 富 曙 


点 ,过 也 的 切 织 与 过 点 万 人 (050) 的 切 急 交 王 如, 求 三 角形 五 PQ 的 惟 
心 瑟 的 轨迹 方程 ， | 

2” 设 4,47 是 等 辅 双 曲线 %? 一 y= 二 6? 的 两 顶点 ，P.P’' 为 
双 曲 线 上 关于 双 沽 线 实 轴 对 称 的 两 点 ， 求 汪 4Pl1A’P’， 
4 五 "| A’P. 

3” 试 证 扼 物 线 在 顶点 张 直角 的 弦 必 过 一 定点 ， 

我 们 还 通过 § 2.3 的 例 4 与 例 5 介绍 了 引进 适当 的 参数 ,利用 
参数 求 轨 迹 方 程 的 实例 ,这 类 习题 也 不 少 , 而 有 往往 是 不 易 直 接 找 
到 轨迹 上 动 点 的 两 个 坐标 之 间 的 关系 ， 这 时 引进 适当 参数 〈 也 可 
以 不 止 一 个 ), 简 用 参数 来 求解 就 比较 容易 ， 这 也 是 一 种 常用 的 求 
吉 迹 方程 的 方法 ， 叫 做 邓 数 法 ， 

利用 盟 线 的 参数 方程 或 应 用 参数 法 来 解 题 ， 消 参数 是 关键 ， 
从 而 要 求 我 们 比较 熟练 地 掌握 代数 运算 与 三 角 和 运算， 希望 读 者 引 
起 注意 . | 
四 ,补充 例题 

例 1 如 图 2-1,0B 是 
机 器 上 的 曲柄 ,长 为 7, 弹 点 
0 转动 ，4B 是 连 杆 ,4 在 直 
线 OX 上 往返 运动 ，P 是 4B 
上 的 一 点 , [PA4]=a, [PB] 
=5, 当 点 B 弹 着 点 0 作 晤 辕 
运动 时 , 求 点 PP 的 轨迹 的 参 
数 方程 . 图 2-1 

解 ” 自 点 B.P 向 OX 轴 分 别 作 BMLOX，PN 上 人 上 OX， 又 作 
POLNMNE (图 2-1)， 有 联 二 A408 为 套数 ， 并 壕 了 的 人 标 沟 
【zy 那 既 


=0N=0OMNMN+MN, 


者 池子 是 


y= NP, 
OM=reosd, 


oP- -2 A 
型 太一 CPP 一 wyMA4= sv1ABl— luBh 


= (afte6)—rsing ， 


a 并 ， 

VIT=Frs B= Hrsing, 
所 以 点 了 的 轨迹 的 参数 方程 为 

工 一 C05 各 十 a 2 DB Viato) -risin 0, 

(O02 x), 
A 
了 一 本 ping, 
例 2 化 旋 花 线 的 参数 方程 
他， (一 6<oo) 
y= {1— cosd), 

为 普通 方程 . 

解 由 Y 一 ad 一 cos0) 得 

加 J 
cos8 一 1 一 三 ， 
， J 
或 6 一 2 kz 二 arccos (1 一 站 ), (是 整数 ) (1) 
nd= 4 wieodg YY 
只 5in9 二 土 玉 1 一 Cos28 = 土 JE 一 (全 
1 一 
一 土 亏 丫 2 GY — yi, (2) 


把 (1),(2) 两 式 代 入 + 二 6(8 一 sin9) 便 得 施 轩 弘 前 普通 方 稚 为 
“= 可 2 kx +arccos( 1— 才 )|+V3 dy yi. 
必须 指出 , 邵 采 在 (1) 中 只 取 8 的 主 值 ,而 sin8 仅 取 正 号 ,那么 


汪汪 


方程 为 
= 一 aarccos( 1 一 郊 ) 一 V2ay— ys 
它 只 代表 旋 轮 线 的 一 段 线 , 与 原 方程 不 等 价 . 
例 3 设 卫 为 精 加 每 + 和 =1(a>5) 上 的 点 ,但 不 是 短 轴 的 端 


局 ,过 已 的 切线 与 过 虚 BC0,P5) 
的 切线 诡 于 妃 , 求 三 角形 BPQ 
的 慌 心 五 的 畔 迹 方 程 (图 2-2)， 

解 ” 拒 棍 贺 的 普通 方程 改 
写 为 参数 方程 


人 dcosg, 


{一 直人 有 和 开 )】， 


图 2-2 


ybsing. 
设 点 号 的 能 标 为 (ecos ,5sing)y ,那么 过 王 的 切线 方程 为 


COSR , ,sing 


应 y 二 10， 
所 以 过 三 角形 BPQ 预 氮 吾 的 高 线 BH 的 方程 为 
sing cosg pb » 
a — os. (2) 
过 顶点 王 的 高 线 PH 的 方程 为 
I— ucosd, (4) 


两 高 线 (3) 与 (4) 药 交点 即 为 垂 心 囊 , 因 此 由 (3),《4) 两 式 消去 参数 
9 外 得 豆 的 胃 谈 方程。 为 此 将 (4) 疏 号 为 


cosg 一 二 ， (5) 
(5) 代入 (3) ,并 注意 到 x%w 关 0, 化 简 得 


心 椭 轩 , 双 曲 弘 , 执 物 艇 的 切线 公式 见 汉 华 制 恒 点 中 学 商 中 暑 学 课本 t+ 解 析 几 何 > 
平面) 第 114 页 ,大 民 教 育 出 版 社 ,1983 年 12 月 惩 . 


由 B55 * 


n= 


2 (6) 


由 《5),(《6) 两 式 , 利 用 公式 sin29 :cos2g 一 1 得 


了 一 而 人 1 


即 qr + by bmg, 
这 就 是 重心 鼠 的 针 述 方程 ， 
注 本 题 不 应 用 参数 方程 也 能 解 ,但 必须 注意 ,如 果 设 号 的 坐 


标 为 (*o,yo) ,那么 因为 己 在 梢 圆 上 ,所 以 一 定 有 型 + 好 一 1 漏 掉 


了 这 个 条 件 本 题 就 解 不 出 了 ， 上 应 
用 参数 方程 的 好 处 是 , 不 论 取 参 
数 昌 为何 值 ,点 (geos8 ,5sin 和 总 
在 椭圆 上 . 

例 4 设 J44,4’ 是 等 轴 双 曲 
线 让 一 4 二 8? 的 顶 虞 ; 卫 、 了 为 

图 2-3 双 曲 经 上 关于 双 蚜 线 实 轴 对 称 的 

两 点 . 求证, APl1A’P’,AP’ 1 47Pf 图 2-31， 

证 把 双 曲 线 的 方程 改写 为 参数 式 


人 


x 


EE 
一 atgg， (一 =<e<r， 背光 + 扫 ). 


那么 可 设 P 与 PP* 的 坐标 分 别 为 (asecb， atg#) GS(ausecd, — ateh), 
而 两 顶 皮 为 449;0); 有 4 一 8,0), 所 以 直线 AP,A’P’,AP’, A’P 
的 大 率 分 别 为 ， 

tgp —tg# 


4P -sg -1? fr 一 Sece 十 了 
站 tg 
Rap’ = secg—17? Rarp= sec0+1 


由 半生 和 


igd 
而 Rp arp = Secz 油 一 全 = 一 1， 


— tg:d 
sec 一 
APLA'P’, AP’} AP. 
全 5 试 证 捞 物 线 在 顶点 张 直角 的 荧 几 过 一 定点 . 
证 ” 设 撼 物 线 的 参数 方程 为 
[2 pe, 
弦 了 1P; 的 端 反 坐标 为 Pi(2 pti ,2 Pt)， 也 (2 了， 2 pls)， 那 么 
续 了 1Ps 所 在 的 直线 方程 鸭 ， 


及 ，pr Rarp= 一 一 工 


《一 co<t< 十 co)， 


2p YY 一 2 pi 
2 pt2— 2 2 p12—2 pi’ 
即 T(t tly Tt 2 pia= 0, 
OP:LOP,, 
hopekor, i * 六 = 一 1， 
即 ti 一 一 1， 
所 以 粥 PiP; 的 方程 为 


不 一 《oy 一 2 和 二 0。 
令 十 #2 一 一 和 ,那么 Pi1P， 的 方程 可 化 为 
(x—2p)+Ay=0,. 
这 是 以 两 直线 + 一 2 了 一 0，y 一 0 交点 (2 2,0) 为 中 心 的 直线 素 , 所 
以 续 PiPs 过 定 版 (2 了 0) 
注 ”证明 落 PiP; 过 一 定 点 的 其 他 方法 , 可 参考 代 ,2 例 9， 
例 6 等 轴 双 曲线 2 一 六 二 a 的 切线 交 贺 2+ 二 a 于 
Pi; Pa, 试 求 区 P1P 的 中 点 PP 的 摇 迹 方程 . 
解法 一 ” 设 双 曲线 x 一 y:= a? 的 切线 的 斜 训 上 为 参数 ,那么 
切线 的 方程 为 


* 37 。 


y= kat Vy Ro a, 


即 y= hrtay Rll] . C7) 
过 限 十 关 二 a? 的 中 心 010,0) 且 惟 直 于 妃 线 的 直线 为 
y= 一 子 ?， 8) 


直线 497) 与 18) 的 变 点 妈 为 驴 P1Ps 的 中 点 王 , 从 而 由 47) (8) 
两 式 谢 入 参 溉 太 ， 并 化 简 即 得 所 求 的 轨迹 方程 为 
(CTI YT) ar yy). 
注 把 方程 (x: 二 y= oxtg? 一 yy) 化 为 报 仅 标 方程 为 2 二 
Qic03 2 9, 这 是 -一 条 双 纽 线 (图 24)。 


押 2-4 


解法 二 ” 没 等 轴 双 曲线 上 的 任 一 点 江 的 举 标 为 (asec8,atg00)， 
(8 为 参数 ) ,那么 过 点 型 的 切线 方程 为 
TSECO—- ytgd— oa, 


基 I FT— ysin0 -acosd. 9) 
而 过 040,9) 疏 家 于 切线 (9) 的 二 线 为 
rsind + y=0, (10) 


由 (9),{10) 两 式 祖 尖 参数 8 并 化 简 得 所 求 的 毁 述 方程 为 


和 


五 、 和 外 我 测验 题 


]， 蕊 空 题 

(]) 过 点 (2,3) 射 率 为 2 的 直线 的 参数 方程 是 

{2) 写 出 下 列 有 曲线 的 参数 方程 ( 任 写 一 种 形式 ) 
1” 疗 (za +t(y—b) =r 


‘ #7. 
2 可 图 + 


2 2 
3” 双 有 曲线 三 一 小 一 ; 


4” 搬 物 线 y=2px_ _.. 
(3) 号 出 下 列 参 数 方程 ( 纪 8 为 参数 ) 所 表 示 曲 线 的 普通 方 


二 2 十 COs 


»。 {2 二 Acosd 
3 >) 
y= asin 9 ; 
TFT 二 2 0igd 
y=2 Gc0s (a~>0) 
由 
(4) 参数 方程 人 “中 ,如 果 9 为 参数 ,而 (1 关 0) 为 
y= Yo tsing 
定 值 , 那么 方程 表示 的 曲线 的 普通 方程 为 ， ， 方 程 的 图 
形 十 。” ____; 和 如果 t 是 参数 ,8 为 定 值 ; 那么 方程 所 表示 的 曲线 


的 普通 方程 为 ;方程 的 疼 形 是 .__. 
(5) 根据 所 给 条 件 , 写 贡 下 列 方程 所 表示 的 曲线 的 套数 方程 


3 


ft 为 杂 数 ). 
1” 3%2= 6z3 一 5x3, 设 ?一 4, 参数 方程 为 
2” yd2 十 y2 一 9, 设 wx 一 3ecosb, 参 数 方程 为 ， 如 果 
设 y=tz+3, 那 么 寡 数 方程 为 
2。 如 图 2-5, 等 瓯 直角 三 角形 4BC 中 ,40B=90°, AC = 
BC=G, 顶 点 4 在 Y》 轴 上 移动 ,顶点 0 在 4 轴 上 移动 , 求 顶点 8B 的 
辆 迹 方 程 ， 


图 2-5 图 23-6 


3. 试 证 ， 掀 物 线 上 任意 四 点 组 成 的 四 边 形 不 可 能 是 平行 四 
边 形 . 

4. CD 是 与 椭圆 长 贺 4'4 垂直 的 弦 , 求 两 直线 4 与 4D 
交点 卫 的 胃 迹 ， 

5。 已 知 第 形 4BCD 的 边 4B 与 4D 上 各 有 一 点 召 与 亚 ( 图 
2-6) 目 BA:BA4=A4F:4D, 术 结 0 与 BF, 交 于 点 PP; 求 点 PP 的 
轨迹 ， 


" dO » 


第 三 章 “一般 二 次 曲线 方程 的 研究 


一 、 内 容 概 述 


本 癌 首 先 介绍 直角 坐标 变换 ， 然 后 利用 直角 坐标 变换 来 化 简 
一 般 二 次 曲线 方程 ,得 出 二 次 曲线 的 分 类 ， 景 后 引 进 一 次 曲线 的 
“不 变量 "的 概念 ， 并 利用 它 对 二 次 曲线 的 类 型 与 形状 的 判定 作 了 
讨论 ， 

本 章 内 容 可 分 三 个 单元 . 

第 一 单元 ， 平 面 直角 化 标 变换 , 即 教 烤 的 3.1， 这 一 单元 中 
介绍 了 三 种 坐标 变换 ( 移 四 .转轴 与 一 般 和 坐标 变换 ) 的 公式 ,并 证 明 
了 经 过 直角 和 坐标 变换 ， 平 面 上 曲线 方程 的 代数 性 或 超越 性 以 及 代 
数 方程 的 次 数 都 是 不 变 的 ， 

第 二 单元 ,二 次 曲线 方程 的 化 简 ， 类 型 的 判定 以 及 位 置 的 殉 
定 , 即 教 姥 中 的 §3.2， 这 也 是 本 章 的 中 心 内 容 ， 这 一 单元 通过 研 
究 坐 标 变 换 对 二 次 方程 系数 的 影响 , 找 出 其 规律 性 , 在 此 基础 上 就 
可 适当 地 选择 坐标 变换 把 方程 化 简 为 过 去 已 经 研究 过 的 标 淮 方 
程 ， 并 作出 它 的 图 形 ， 暴 后 总 结 出 如 何 根据 方程 的 系数 来 判定 它 
所 表示 的 曲线 类 型 ， 得 出 一 次 曲线 仅 有 轧 种 的 结论 . 

第 三 单元 ， 二 次 曲线 的 不 变量 及 其 应 用 , 即 教材 的 §3.3 与 
$ 3.4。 这 一 单元 研究 了 一 次 曲线 在 直角 坐标 变 换 下 的 三 个 不 变 
最 Ti, I, Ts 与 一 个 半 不 变量 KK1, 并 利用 它 们 来 化 简 二 次 曲线 的 
方程 与 判定 二 次 曲线 的 类 型 与 形状 . 


一 ,学 习 要 求 
1 理解 坐标 变换 的 意义 ,掌握 坐标 变换 公式 及 其 应 用 . 


* 4 = 


2 了 解 移 销 与 转轴 对 二 次 曲线 方程 系数 的 影响 ,以 及 这 丙种 
坐标 变换 在 化 简 二 次 曲线 方程 中 所 起 的 作用 . 

3， 能 判别 二 元 二 次 方程 所 洗 示 的 曲线 的 类 型 ,并 能 扫 练 二 化 
简 二 次 曲线 方程 与 作出 它 的 图 形 ， 

4， 明确 “不 变量 "的 地 位 与 作用 ,并 能 应 用 不 变量 来 化 篇 二 次 
曲线 的 方程 与 判定 二 次 曲线 的 类 型 与 形状 . 


三 ,学 习 辅 写 


1。 平面 直角 坐标 变换 


1)》 我们 和 岳 道 ,对 于 辐 一 条 此 线 ,由 于 法 标 姑 选 取 的 不 同 , 它 陪 
方程 也 将 不 一 样 。 如 时 我 们 不 改变 图 形 在 平面 上 的 位 置 、 形 状 瑟 
大 小 ,而 只 是 把 坐标 系 作 适当 的 改变 ,那么 曲线 上 的 点 的 举 标 将 改 
变 , 从 而 它们 的 方程 也 将 会 改变 ,因此 通过 笃 标 系 的 变换 ， 可 以 使 
得 曲线 的 方程 简化 而 不 改变 匿 形 在 平面 上 的 位 置 . 形 状 与 天 小 ,这 
棒 将 十 分 有 利于 我 们 通过 曲线 的 方程 用 代数 的 方法 来 研究 曲线 的 
性 质 ， 这 就 是 我 们 为 什么 在 本 章 一 开始 就 研究 坐标 变换 的 原因 . 

2) 因为 一 般 坐 标 变换 总 可 以 看 成 是 由 移 轴 与 转轴 合成 ,所 以 
当 我 们 研究 了 称 轴 与 转轴 后 ， 一 般 华 标 变 措 也 吏 济 楚 了 . 

坐标 变换 公式 中 的 旧 举 标 与 新 坐标 是 两 个 相对 的 失 念 ， 不 能 
绝对 化 .例如 移 轴 公式 

[7 EA 

Y= + Yo 

其 中 (xz,y) 是 平面 土 的 任意 汪 了 的 旧 坐 标 , 而 (zy7) 是 它 的 新 

坐标 ，(zo,y0) 是 新 坐标 系 0'-%'y' 的 原点 07 关于 旧 父 标 系 的 化 

标 、 如 果 我 们 把 0/-x’'y!' 看 成 是 旧 坐 标 系 ， 把 0-2y 看 成 是 新 华 

标 系 ,那么 新 坐标 系 O-zxy 的 原点 9 对 旧 华 标 对 0 一 x'y 的 些 标 
将 是 (一 x0; 一 yo0)( 见 孝 材 图 3-2) ,这 时 的 移 轴 公式 将 十 

。 汪汪 


(3.1-1) 


-RN 


人 
y=y+(— Yo), 


=n, 

(yy 
它 就 是 (3.1-1), 这 也 是 移 辅 (3.1-1) 的 逆 变 换 公式 (3.1-1') 的 另 
一 种 解释 ， 对 于 转轴 公式 (3.1-2) 与 (3.1-20) 也 有 类 似 的 解释 , 这 
在 教材 中 已 说 清楚 了 . 

3) 本 半 元 最 后 证 瑞 的 定理 3.1.1, 即 曲 线 方程 的 代数 性 或 超 

越 性 ,以 及 代数 方程 的 次 数 都 是 则 线 的 固有 性 质 ,它们 与 坐标 系 的 
选择 无 关 , 它 不 仅 是 曲线 分 类 的 基础 ,也 是 我 们 今后 和 用 坐标 变 接 
化 简 二 次 曲线 方程 的 理论 基础 ， 


2. 二 次 曲线 方程 的 化 简 ， 美 型 的 猎 定 以 及 位 置 的 确定 


1》 利 用 移 轴 可 以 化 简 缺 xy 项 的 二 次 曲线 的 方程 , 化 简 的 关 
键 是 找到 怡 当 的 称 轴 公式 ， 我 们 常用 的 方法 有 配方 法 与 代入 法 ， 
教材 和 3.2 的 例 1 化 篇 旧 线 方程 

4 wi 二 vy 一 40 w+ 36y100==0，, 
使 用 的 是 配方 法 ， 下 面 再 用 代入 法 和解 一 遍 ， 设 

=x 十 ws yy + Yo 
代入 原 方 程 井 整理 得 
dw + gy + B(xo— 65s 二 1890 二 27Y7 十 4 wi 
+ 9 ya—40 rot+a6 yo+ 100=0, 


令 | 并 一， 
Yi 十 人 一笑 ， 

和 解 这 方程 组 得 wo=5,yo= 一 2、 民 人 上 式 即 得 通过 移 轴 
光一 省 十 车， 
ty 


雪 过节 


后 的 新 方程 为 
4 六 十 上 9 一 36 一 0 
即 
+ 2 一 ! 

”在 应 用 配方 法 时 必须 注意 ， 应 分 别 先 对 有 关 = 的 项 与 y 的 项 
进行 集 项 ,然后 分 别 把 x? 与 4 项 的 系数 括 出 来 再 进行 配方 ,也 就 
是 象 例 1 那 梓 进行 。 如 果 把 上 式 配 方 成 下 列 形式 

(22x10 (3y+6) =36, 
在 这 里 是 不 正确 的 ， 因 为 如 果 令 
必 一 2 了 一 10， 3 一 YY 十 6， 


央 
v= 10), y= 二 (y' 一 6)， 
那 双 这 小 变换 就 不 是 直角 尝 标 变换 的 移 轴 了 ， 
2) 对 于 含有 *#y 项 的 二 次 曲线 方程 的 化 简 , 必须 应 用 转轴 ， 
因为 具有 通过 转轴 才能 合 新 方程 中 不 含 交 叉 项 .这 时 转轴 的 角 诬 
2 决定 于 公式 


QU dan 
Ct 2 a 
、 。 2 
在 这 里 要 说 明 一 下 , 我 们 为 什么 不 用 tg 2 ea 一 -一时 ,这 是 因为 
2 2 1 
当 an 二 #21 时 ,tg 24 一 a1 一 qn 设 有 意义 ,而 ctg 2 5 2 Gs 


一 0 完全 可 以 决定 旋转 角 a， 而 当 ai-=0 有 时 ， 昌 然 clg 2 
= 下 和 也 无 意义 ,但 这 时 方程 中 不 含 交叉 项 ,我 们 只 要 通过 移 


轴 就 能 化 简 方 程 ， 而 根本 用 不 到 转轴 . 
由 公式 


4 


机 11 一 站 
Clg 2 一 一 二 一 一 32 


2 Gln 
变形 可 得 
1— tpgie a 
1 呈 2 i ? 
或 
tg2z 十 -232tga 一 1 一 0。 
2 
因为 这 个 二 次 方程 的 判别 式 


一 2 
A 一 ( 4 二 -22 ga) + 4d>0 


所 以 它 有 两 个 不 等 的 实 根 霹 a 与 tg a2， 因 此 在 (9,w) 间 有 两 个 
旋转 角 ai 与 sa, 通过 转轴 都 能 化 简 二 次 曲线 的 方程 , 使 它 不 含 交 
义 项 ， 另 一 方面 由 一 元 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 知 


tg 癌 1* 立 好 3 一， 
所 以 a 与 ca 仅 相 益 了 ,因此 在 这 两 种 转 辅 中, 杭 坐 标 畏 与 纵 坐标 


轴 的 位 置 恰 好 对 调 , 
3) 在 定理 3.2.1 的 证 明 中 ， 当 alias=0 时 ， 我 们 在 假定 
sli 一 0;,2asz0 的 情况 下 证 明 的 ,从 而 得 简化 方程 
(ID aisy” +2 oatst*=0, afadlsFeD 
或 
(ID assy™ + qa$s=0, Ga 和 天 0。 
如 果 设 qu 六 0，932 二 9， 那么 这 时 有 
Hs 2 osT + 2 gay + a =0. 
1 如果 cas 天 0, 配 方 得 


骨 作 移 轴 


中 用 馈 


生 - 时 
yy {ls 
一 4 一 1 33 一 一 13 
2 分 11 让 33 


并 令 011 = O11, A232 
得 简化 证 程 为 
(1) atiz™ + 2 G 罗 YY 0， (oN.als0), 


Lr 


2” 如 果 as 一 0， 那 么 配方 得 
sr aa  ， ea 
Gl 出 十 一 一 十 如 a3 一 了 一 性 
1 ll 
作物 辑 
7 一 
1 1 
y= 
Fie 
并 令 a11 二 1， 33— = 1， 
好 114 
得 简化 方程 为 


(CII Qt sg* 二 详 加 二 人 0 
简化 方程 (IT ) 与 (TD)，(I11) 与 (TI), 乔 上 去 似乎 不 一 致 ,但 
如 果 我 们 再 作 一 次 旋转 角 为 福 的 转 胃 ， 即 


fe- ye 

ye 

那么 (11) 与 (11) 将 分 别 化 成 (1) 与 (11) 的 形式 
a 0 ts0， 


(其 中 4 好 二 a ，013 二 423 


与 
3 . 
a 一 只 33 一 0， 外 3 3 
{ 甚 中立 让 一 和 GT， Qs 二 人 的)。 


因此 我 们 总 可 以 认为 无 心 二 次 曲线 的 简化 方程 ( 略 去 旦 导 )， 为 


Bs 则 丰 和 


doa? 十 2 dst =0, | a de0, 
而 线 心 二 次 曲线 简化 方程 ( 暗 堵 坚 号 ) 为 
qa2y: + Ga3 =0, ht 
4) 二 次 期 线 的 类 型 可 按 其 中 心 分 类 或 按 其 二 次 项 系数 所 成 


tl tl 
站 


的 判别 式 了 =| ”， | = areas 一 aa 来 分 类 , 邻 分 别 列 表 如 下 . 
全 > 


束 一 


方程 a 2 十 剖 z2 和 二 220618 芝 十 人 28 和 十 站 入 二 全 


一 各 人 并 | 畦 于 情形 


| 
ai A 年 心 二 风 | 2 和 人 姬 杠 属 ,点 , 醋 捐 
”oe 曲线 ~ aban) 交 直 统 


oy 


11 站 习 痊 13 
天 (Chi, aT 0) 


痊 12 a 各 :3 


站 反光 于 十 作 才 一心 


两 平行 直 | 丁 平 行 庶 直 绑 ， 
(DY 相 台 直线 


线 两 


ua 


虚 桶 夯 、 点 
酚 相 空 查 戌 
再 七 旨 直 执 ， 两 重 含 直 境 ， 两 平行 的 说 


5) 通过 转轴 与 穆 轴 , 把 一 般 二 次 则 线 方 姓 进行 化 简 ， 再 根据 
花 往 后 的 方程 进行 作 图 .在 作 豆 时 ,为 了 想 目 把 图 形 瑟 和 带 , 必 须 进 


硬 莹 六 


行 输 验 ,例如 教材 和 3.2 的 例 4, 把 二 次 曲线 方程 娄 十 本 yy 十 至 罗 
+12x 一 y+1 二 0 通过 转轴 与 移 轴 化 简 后 得 *” “= Y 5y"， 然 后 
报 据 这 个 方程 作 图 ,但 所 画 的 图 是 否 正 确 , 必 须 进行 检验 、 检 验 的 
方法 是 根据 原 方 程 求 出 曲线 上 的 几 个 特殊 点 ， 一 般 取 与 原 华 标 轴 
的 交点 ， 汗 看 所 夯 的 曲线 是 否 通过 这 几 个 特殊 点 .在 这 里 因为 图 
线 32Tfdwy 二 4y?T1238 一 # 十 1 一 站 与 生 辆 兢 于 虑 【一 站 .350 与 
《一 11.65,0)， 而 与 轴 不 相交 ,于是 可 知 所 田 的 揽 物 线 { 数 材 图 
3-7) 大 体 上 无 错误 . 


3， 二 次 曲线 的 不 变量 及 其 应 用 

1) 二 次 曲线 的 三 个 不 变量 五 Ta.Fas 以 及 半 不 变量 下,， 完全 
可 以 刻 划 二 次 曲线 的 类 型 ， 形 状 与 大 小 9 。 由 不 变量 来 判别 二 次 
曲线 的 类 型 与 形状 如 表 三 ， 


两 平行 直 找 
E>0 尚 平行 共 记 虚 直 线 
两 痢 侣 直线 


二 这 里 所 说 的 一 次 曲线 的 大 小 ,是 措 二 次 井 线 的 一 些 几 何 重 的 天 小 ,例如 懈 区 或 
叉 曲 绞 的 两 半 畏 其 与 5， 好 彼 线 的 焦点 参数 p 等 . 


学 


对 于 二 次 曲线 的 大 小 , 可 以 利用 不 变量 通过 计算 决定 曲线 形 
敌 与 大 小 的 元 素来 确定 。 下面 对 决定 椭圆、 到 曲线 与 抛物 线形 状 
与 大 小 的 元 素 计 算 如 下 : 

1” 梢 圆 与 双 曲 线 的 情形 ， 诀 定 揣 匮 与 双 锚 线 前 形状 与 大 小 
的 是 两 半 轴 4 与 已， 因为 精 圆 与 双 曲 线 都 是 中 心 曲线 。 它们 由 不 
变量 直接 家 出 的 简化 方程 为 ( 覆 去 撤 号 ) 


hz2 二 jay2 十 了 2- 1 ， (1) 
之 


其 中 1 与 4 是 特征 方程 4 一 了 14+ 耳 二 0 的 两 根 ， 岂 艇 二 次 曲 
线 的 特征 根 ， 当 (1) 表 示 箱 加 时 (12=4145> 0)， 它 的 两 半 辕 为 


1 
4 一 / 霹 : 7 A 


特别 地 , 当 和 一 和 时 ,曲线 为 图, 它 的 半径 机 当 (D 


表示 双 曲 线 时 ,(P= 加 ja< 0 ) ,不 妨 设 一 元 革 > 0 ， 元 并 > 9 ， 
” 它 的 实 半 轴 与 虚 六 轴 分 别 为 
Ta 了 3 
oY TY af 


2” 抛物 线 的 情形 .次 定 抛物 线 的 形状 、 大 小 的 是 它 的 焦点 
参数 2， 而 抛物 线 册 它 的 不 变量 写 出 的 简化 方程 为 


Yiy2 士 2 zy 一 他- 总 。 
所 以 抛物 线 的 焦点 参数 为 
p= 上 /一 六 
由 上 而 知 ,不 变量 珊 能 深刻 地 反映 方程 与 曲线 的 关系 ,因此 找 


es 人 本 用 


出 不 变 攻 ， 就 显示 出 我 们 对 形 与 数 的 结合 提高 到 了 一 个 新 的 认 
让 
2) 定理 3.4.1 指 负 , 利用 本 变量 , 中 心 二 次 曲线 的 英 化 方程 


a rp" ary {2) 
了 2 
可 以 写成 
vy 0 3 (3) 
2 


这 里 的 4 与 A 是 特征 太 程 如 一 了 十 1 二 0 的 根 ， 即 二 次 上 曲线 
的 畦 征 根 , 这 里 的 两 个 特征 根 那 一 个 是 41, 哪 一 个 是 ,一般 说 
洲 ; 可 上 以 任意 选取 ,其 中 一 个 根 取 作 41, 另 一 个 报 就 是 42, 也 就 是 
说 中 心 二 次 曲线 的 简化 方程 有 着 两 种 形式 , 即 除 (3) 人 外, 还 有 


再 +4 训 i 
de + Aly 十 区 一 他。 (C4) 


2 


但 是 如 果 再 作 一 次 旋转 角 为 > 的 转轴 


时 昌 宰 
六 一 一 3» 
中 率 理 
¥ 于 ， 


得 =” 输 与 y* 重 售 ,y"* 轴 与 z* 轴 重 合 ,那么 (4) 变 为 


ys + 十 0 ， (5) 


和] hi + dy" + 0. 


它 就 是 (3) 的 形式 。 因此 ， 特 征 根 的 两 种 处 同 的 选取 所 得 的 简化 
方程 (3) 与 (4) 的 wx” 项 与 yY” 的 系数 抬 好 对 谓 ， 而 两 方 妓 所 在 的 
坐标 系 的 坐标 轴 的 名 称 也 从 好 对 调 , 好 (3) 所 在 的 学 标 系 的 x” 轴 
即 为 (4) 所 在 的 坐标 系 的 y* 轴 , 而 13) 的 y* 轴 丛 好 为 (4) 的 3 
畏 ， 但 此 , 对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ， 它 的 简化 方程 总 可 以 认为 是 
《3)， 


例如 教材 8 3.2 的 例 5 ， 即 化 简 二 次 曲线 方程 
Wy 0 ， 
现在 利用 不 变量 来 求 它 的 简化 方程 ， 因 为 
IT1=1+1=2, 


1 1 1 -~ 1 
T= “| -3 | 1 -一 3 
| | 一 到 1 一 2 
一 2 0 
所 以 特征 方程 为 
¥ 3 
“2 第 十 本 一 0 ， 
El 4A2— 8gA+3=0,， 
或 {24— 1}(24— 3)=0, 
因此 特征 根 为 
= 地 ， 1: 一 也。 
Is 一 号 
下 hn 3 
4 
于 是 这 个 中 心 二 深 轩 线 的 简化 方程 为 
1 本 和 3 ne _ 
人 + 4 二话 ， 6) 
3 R22. 1 用 2 一 


其 中 (6) 式 与 3.2 例 5 解法 的 结果 完全 一 致 ,如 果 把 它 再 作 旋 转 
角 为 的 转轴 , 世 就 是 将 模 畏 与 纵 轴 交 换 位 置 ,那么 它 就 变 成 形式 
为 (7) 的 简化 方程 ， 另 一 方面 , 如 果 在 § 3.2 的 例 5 的 解法 中 , 旋 


ss 1 " 


转角 不 取 子 ， 而 取 了 x, 那么 转轴 后 的 简化 方程 就 是 (7) ,因此 当中 


心 二 次 曲线 的 简化 方程 x*” 顶 与 y” 项 前 的 系数 交换 , 把 丙种 情 
况 的 图 形 画 出 来 仅仅 是 两 泽 标 轴 的 名 称 交 换 而 已 (图 3-1 )， 


四 、 补 充 例 题 


例 1 试 证 任意 两 点 (ziyyi, (xz,Y2) 经 过 坐标 变换 后 ,有 距离 
公式 V(x 一 x41 十 (ys 一 y1)? 不 变 . 
f COST— Y/NG + do, 
多 一 省 /in + yoose + Yo, 
点 Cw1381) 与 (wr2;Y9) 的 新 坐标 为 (2 YY1) (tyy2y 那么 
Vrs— a ys —y) 
一 [ (recosm— yisine zo— /tose yn 一 ) :二 
+(risina 4 yicosa yo — wsina—— yicosa— yo)* 1 
= rcosa— Cys— yidsinal tt [ts ri )sino tty — ycosmd: 
=V (rs— 2s) + (yy) 
注 ”本题 也 可 分 别 证 明 在 移 轩 与 转轴 下 不 变 ， 从 而 得 出 在 一 
般 坐 标 变 软 之 下 也 不 变 的 结论 ， 
例 2 利用 毕 标 变换 化 简 下 列 二 榨 曲 厂 的 方程 , 写 出 坐标 变 


和 晤 


换 公式 ， 并 作出 它们 的 图 形 . 
(C1) wi 2 ry yi 5 ty.-2=04 
(2) 5382 上 +6Yy 十 537y2+224 一 6y 十 21 一 0 


1 1 
解 (1) 因为 1 一 | ) 1 | =0, 所 以 曲线 为 非 中 心 二 次 昌 


线 , 先 转轴 , 设 旋转 角 为 “ ,那么 
TI 一 1 


ct 全 2 二 广 = 0， 


所 以 可 取 挛 一 ,从而 5 二 安 一 2,c0sa= 2, 


因此 转轴 公式 为 


+ = (ey) 3 


Y 一 号 2 (e+y’). 
代入 原 方 程 化 简 整 理 得 
2 — dy 22 +V 2y—2—0, 
简 用 配方 把 上 式 改 写 为 
2027 一 M 2+ V2(y—3V 2)=0., 
再 作 移 辖 
| 了 一 4 十 HA 2 ， 
y7* 一 y” 十 3T 2 ， 
曲线 方程 化 为 
2x" 十 TH 2y”=0, 
这 是 一 条 揭 物 线 . 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


徊 三 学 和 


将 (2) 代 人 (1) 得 把 原 方程 化 
为 方程 (3) 的 坐标 变换 公 式 为 ， 


出 = (wy VY 2), 


¥y 


y= ty 4 2). 


为 了 画 出 原 方 程 的 图 形 ， 在 
XOY 府 标 平面 上 面 出 x*” 思 ,，w*” 图 3-3 


轴 , 然后 在 0"-z"y "坐标 系 下 根据 方程 z“"= 一 萎 2y" 画 出 它 


的 图 形 , 寻 为 原 方 程 的 图 形 { 图 3-27. 
最 后 要 检验 一 下 所 画图 形 是 否 正 确 ,为 此 水 求 曲线 上 的 几 个 


特殊 点 ,在 原 方程 中 令 y = 0, 解 得 = 5 二 革 33, 令 z=0, 解 得 
y 一 3 二 世子， 四 此 射线 与 原 崔 标 灿 交 于 四 点， 它们 的 坐标 是 


(于 站 (4.3 放 ). 或 下 玲 标 的 近似 值 (5.4;0)、( 一 0.4， 
0) ,0;3.6),( 0, 一 0.6), 观 察 所 画 曲 线 通过 这 四 点 ,从 而 可 以 断定 
所 商 图 形 大 体 上 是 正确 的 . 


5 
(2) 了 一 3 


名 
- |=16 关 0, 册 线 为 中 心 二 次 曲线 ,为 了 方便 ， 
可 以 先 移 辆 ， 为 此 求 晤 线 的 中 心 ， 解 中 心 方程 组 ， 


| TS y+T11=0, 


sn 与 是 + 


得 和 一 一 4， 
作物 轴 T 一 4 一 4， 
1， = 和 十 号 ， 
曲线 的 方程 化 为 : 
Br + ry + Yy 一 32 一 {5) 
肯 作 转 寺 ,使 旋转 角 a 满足 


cig 2 a 0, 


所 以 可 取 ”a = 于 ， 从 芥 转 辐 公 式 为 ” 
V2 


tm (vy"), 
Be Lo (vw" +y"), 
代 人 方程 (56) 得 图 3-3 
gr 2 32=0， 
x ye 
即 ] 十 下 一下。 


这 是 三 末 ， 它 的 图 形 如 图 3-3 所 示 ， 

答 验 ”在 上 原 方 程 中 令 一 0, 得 5 7 一 Gy 十 21 一 0, 此 方程 无 实 
数 解 ,所 以 则 线 与 3》 轴 不 相 尝 , 再 令 ¥= 二 0, 得 5 ww 十 22 8 十 21 一 作 ， 
解 得 * 一 一 1.4 或 一 3， 所 以 曲线 与 + 畏 交 于 点 (一 1.4,0) 与 
(一 3,0) ,所 画图 形 大 体 上 正确 . 

例 3 证 明 ， 方 程 x+4xy 二 4 Y2 一 20 +10y 一 60 二 0 表 
示 抛 物 线 ， 并 求 出 它 的 焦点 参数 p。 


证 
1 2 —10 
=|! ? |=0， 了 3 一 2 4 5 | 一 一 625 天 0， 
2 4 


一 105 一 50 


*"* 55 * 


“ 方程 表示 抛物 线 . 
又 T=1+4=5, 


-二 ~ 625_ 全 
一 一 F125 v5. 


注 因为 二 次 由 线 的 不 变量 完全 可 以 秘 划 册 线 的 形状 与 大 
小 ， 所 以 对 于 一 般 二 次 曲线 的 基 些 几何 量 ， 利 用 它 的 不 变量 来 计 
算是 最 方便 的 。 对 于 下 面 的 一 类 当 题 ， 我 们 都 可 以 用 这 种 方法 来 
解 ， 

1 证 明 中 心 二 次 曲线 sz 二 2 有 zy ay 二 48 的 两 轴 长 分 别 


人 a V 
为 全 本 ar 
2” 设 二 次 方程 
Hi 2 a 十 证 22 十 2 das 2 dy TAs 0 


表示 两 条 平行 直线 ， 证 明 这 两 条 直线 间 的 距离 是 


/4 
f= 一 
3” 证 了 明 方 程 4xy+3w? 二 16X+12y 一 36 二 0 表 共 双 曲 
线 、 并 求 出 它 的 实 尘 轴 与 雌 半 轩 的 长 。( 管 ,4a= 3 ,8 二 6 ), 


五 、 自 我 测验 是 


1， 填 空 题 

(1) 平移 坐标 轴 , 使 新 原点 为 0'( 一 1,3) ,那么 归 坐 标 为 (一 8 
1) 与 (0,0) 的 点 的 新 坐标 分 别 为 上 2.-2) 与 bb -3)., 曲线 1? 一 
yr+2 z+6y 一 5 一 0 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 _of=44= -3 


(2) Te 


. 妈 . 
(3Y3 ,一 一 二) 的 点 的 旧 坐 标 分 别 为 人 写本 


3) 


ns 和 * 


村 二 1 
xy 一 6 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 六 个 


(3) 已 知 二 次 曲线 的 方程 为 
Flw,y)=0nr + 2 ory + Ay 
十 22 ist 十 2 da oss=0 ， 
) 和 在 移 轴 名 二 zx/ +0，#Y¥ 二 二 yo 下 二 深 曲 线 方 程 系 数 的 变 
未 遇 科 为 三光 全 有 上 蚊 个 员 。 Du=pm 

ii ) 当 旋 转角 c 计 中 公式 . 才 功 = 和牛， 一 次 曲线 的 新 
方程 将 不 含 交 叉 项 , 

《4)》 二 次 曲线 2 一 2xy +y2 一 8 w+ 16 二 0 的 三 个 不 变量 为 
= 之 _,1=_0 ,1 一 _ ~ ,一 个 半 不 变量 Ki= 
_i 了 ,二 次 曲线 的 特征 方程 为 入 2 和 03, 特 征 根 为 _ 和 N=* .A222 

(5) 中 心 二 次 曲线 3X: 一 4 XYy+6 92 一 8 区 一 4y¥ 十 3 二 0 的 中 
心 为 ， 2,1), 伐 心 二 次 曲 线 4 一 4 十 2 十 Bw 一 3 YY 寺 和 2 二 人 必 
的 中 心 直 线 的 方程 为 _. 

(6) 一 | 线 282 十 Gy 十 4y2 一 7% 二 y+ 3 二 0 当 &g 的 值 
机 a 取 _ 刀 45， 靖 绩 反 曲 型 曲线 ,到 
入 分 4 时 为 掩 物 型 曲线 . 

(7) 方程 ww 十 dxy 寺 Ty 一 3 十 RY 二 全， 站 m 一 他 ， 

-办 时 表示 两 条 平行 直线 . 

2， 求 抛物 线 2y? +5x+12 y+13 二 0 的 售 点 坐标 与 谁 线 方 
程 ， 

3， 证 明 二 次 曲线 

4 342 一 12 8Yy 十 9 十 20 字 一 30y 一 11 一 0 
表示 两 平行 的 直线 ， 并 求 它们 之 间 的 距离 . 
4. 已 和 郑 方程 x? 一 2 myeos 3230+y: 一 2 a(taw0)， 当 0 < 


< 子 , 它 表示 什么 曲线 ; 当 9 一 0 或 了 时 , 它 又 表示 什么 曲线 ? 


5。 已 知 方 程 和 2 一 4A2 十 4y 十 84 一 ]2 一 习 ， 


和 后 本 


(1) 证明 :无 论 4 取 何 实数 , 方程 表示 的 曲线 都 是 过 一 定点 
的 抛物 纹 ， 并 求 出 送 个 定点 ; 
(2) 求 这 族 描 物 线 的 顶点 的 旬 迹 方程 
6。 作 上 举 标 变 斤 ， 化 简 二 次 同 线 方程 
T+ 27y + yy —12¢+4y+4=0,， 
着 画 出 它 的 图 形 。 


冲 记性 


第 四 章 向 量 代 数 


一 ,内 容 概述 


向 量 代数 是 学 习 空 间 解 析 几 何 的 重要 工具 。 本 之 介绍 了 向 量 
代数 的 基本 知识 ,在 引进 向 景 的 定义 及 其 表示 法 的 基础 上 ,重点 介 
绍 了 向 量 的 线性 运算 (向 量 的 加 站 与 数 乘 ) 和 向 量 的 乘法 运算 (向 
” 量 的 数量 积 、 向 量 积 、 混 合 积 与 双重 向 量 积 ), 但 本 宣 暂 不 引信 学 
标 , 以 便 使 读者 能 较 好 地 向 所 向 量 代 数 的 基本 内 容 ,特别 是 有 利于 
掌握 向 量 的 各 种 运算 的 规律 . 

本 章 内 容 分 以 下 三 个 单元 . 

第 一 单元 ， 向 量 的 概念 , 即 教材 的 全 4.1。 这 一 单元 给 则 了 向 
量 的 定义 及 其 表示 尘 , 并 介绍 了 反 向 量 、 向 量 的 模 , 零 向 量 、 相 等 向 
其. 自由 向 晤 , 共 线 向 量 与 共 面 向 量 等 基本 概念 ， 

第 二 单元 , 阅 量 的 线性 运算 , 即 教材 的 全 4.2,§4.3 与 和 4.4. 
迷 一 单元 给 出 了 向 量 的 加 ( 减 ) 法 与 数 乘 的 定义 , 并 讨论 了 它们 的 
适 算 规律 ， 其 后 介绍 了 法 线 向 量 与 共 面 向 量 , 向 量 的 分 解 的 性 质 ， 
并 给 出 了 利用 向 量 的 战 性 运算 的 性 质 去 解 几 何 问题 的 例子 . 

第 三 单元 ， 向 量 的 乘 靶 运算 , 即 教材 的 84.5,84.6,84.7 以 
及 * 委 4.8. 本 单元 首先 给 出 了 两 向 量 的 数量 积 与 向 量 积 的 定义 , 指 
出 了 它们 的 物理 背景 与 几何 性 质 ,并 讨论 了 它们 的 运算 规律 ,在 此 
基础 上 上 介绍 了 三 个 向 量 的 乘法 ， 即 混合 积 与 双重 向 量 积 。 这 一 间 
元 还 给 出 了 向 量 的 乘法 运算 在 中 学 数学 中 应 用 的 例子 . 


二 、 学 习 要 求 
1， 理解 癌 量 的 有 关 概 念 ,掌握 向 量 线性 运算 的 法 则 及 其 送 算 
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性 质 . 

2、 理 解 高 量 绕 靶 运 算 的 意义 ， 部 悉 它 们 的 几何 性 质 并 掌握 
其 运算 规律 . 

3 .能 熟练 地 进行 向 量 药 各 种 运算 ,并 能 利用 向 量 来 解决 一 些 
几何 问题 . 

三 、 学 习 辅 导 

1。 向 量 的 概念 

间 量 不 同 于 数量 , 它 是 既 有 大 小 ,又 有 方向 的 另 一 种 量 , 在 几 
何 中 用 有 阅 线 段 来 表示 商量 ,有 向 线 眉 的 长 度 家 示 向 量 的 大 小 ( 即 
向 量 的 模 ), 有 向 线段 的 方向 表示 向 量 的 方面 ,有 向 线段 的 始点 与 
终 上 后 ,分 别 叫 做 向 量 的 始点 与 终点 扬 以 在 几何 中 所 说 的 向 量 ,就 
是 指 的 有 向 线段 . 

向 量 的 模 是 可 以 比较 大 小 的 ,但 方向 却 不 能 比较 大 小 ,因此 对 
向 量 来 说, “大 于 ”或 “小 于 ”的 概念 是 没有 意 义 的 ,例如 记号 a>8 
就 没有 意义 ,而 la| 沁 15| 是 有 意义 的 ， 

两 个 向 量 只 有 当 他 们 的 模 扯 等 ,同时 方向 又 相同 ,才能 称 它们 
相等 。 便 如 a 二 =5, 就 意味 着 |a| 一 151, 且 a 与 5 的 方向 相同 。 两 
个 向 量 的 相等 只 由 它们 的 模 与 方向 决定 ,而 与 它们 的 始点 无 英 , 这 
种 向 量 叫 化 自 由 向 量 ,在 本 课 程 中 所 谈 的 向 量 , 都 是 指 的 自由 向 
量 。 困 此 ,在 令 后 处 理 某 些 几何 问题 时 , 可 以 将 向量 任意 平行 移 
动 . 

如 果 我 们 对 向 量 的 模 或 方向 给 以 某 些 特 定 的 条 件 , 就 得 出 一 
些 在 特定 条 件 下 的 向 量 , 这 些 向 量 的 概念 ,是 向 量 代数 中 十 分 蛋 要 
的 基本 概念 ,应 很 好 掌握 ， 例 如 ， 

1” 单位 向 量 ;就 是 模 等 于 1 的 向 量 ， 与 a 同方 向 的 单位 向 量 ， 
是 做 a 的 单位 向 量 , 记 做 at. 

2” 反 疝 量 ， 模 相 等 ,方向 相反 的 两 向 量 ,叫做 互 为 反 向 量 ， 
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4 的 反问 量 记 柚 一 a 

3 ” 相等 向 量 ， 前 面 已 指出 , 模 相 等 且 方 向 相同 的 两 向 量 下 
做 相等 向 量 ， 

4” 零 向 量 ， 模 等 于 等 的 向 量 叫 做 零 向 量 , 记 做 0, 零 向 量 设 

5” 共 线 向 量 与 共 面 向 量 ， 平行 于 同一 直线 的 疝 量 轩 做 共 线 
向 董 ,平行 所 同一 平面 的 向 量 叫 做 共 面 疝 量 。 

2. 向 量 的 线性 运算 

宫 量 的 韦 ( 减 ) 车 与 数 弱 统称 为 向 重 的 线性 运算 ,对 这 部 分 的 
教材 ,有 几 点 说 明和 如 下 : 

1》 关于 向 量 加 法 的 定义 

妃 何 中 的 向 量 加 法 是 用 几何 作 图 来 定 闵 的 ,一 般 有 两 种 方法 ， 
如 三 角形 靶 则 与 平行 四 边 形 法 则 ,我 们 这 里 采用 的 是 三 角形 医 则 . 
这 种 定义 ;对 两 向 量 共 线 时 间 样 适用 ,而 当 两 向 量 共 线 时 , 平行 四 
边 形 社 则 动 不 和 天 天。 但 考虑 到 在 处 理 某 些 问题 时 , 平行 四 边 形 法 
则 有 它 一 定 的 优点 ,因此 在 教材 中 证 明了 当 两 向 量 不 共 线 时 ,三 角 
形 法 则 与 平行 四 边 形 法 则 是 一 致 的 . 

2) 关于 向 量 加 法 的 运算 规律 的 证 明 

因为 向 量 的 却 闪 是 用 几何 作 图 来 定义 的 .因此 在 证 明 加 甘 的 
谈 换 律 与 绪 合 律 上 时 ,自然 变 用 几何 作 图 法， 对 于 两 向 量 s4 与 5 共 
线 时 , 加 法 的 交换 律 仍 然 成 立 , 证 明 如 下 : 

当 站 与 纪 局 惫 时 , 归 向 量 秋 法 的 定义 通过 作 攻 可 知 

Ge 二 ze 本 = 癌 向 , 且 |af8 一 |a 二 | 5|， 
+a 与 & 闻 向 , 且 [5+tal= 二 18| + |el. 
战 而 
在 二 五 一目 十 站 
当 a 与 5 反 向 时 ,不 妨 设 |e| 沁 15|, 同 样 由 作 图 可 知 
a+b 与 a 同 疝 , 生 Ja+5| 二 la} 一 151， 
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bte 与 a 同 向 ,县 ]5+s|l=]al—15|，, 
从 而 也 有 
三 十 下 一 下 十 站 
至 于 当 la| 志 1158] 时 ,显然 加 法 的 交换 律 仍然 成 立 ， 
于 是 当 ajf 6 时 ,a tb 二 6+a 仿 成立. 
3) 耕 于 任意 两 向 量 e 与 五 ,不 等 式 
jlal—l5il@ leat+Bdl lal+ 15| C1) 
成 立 ,我 们 汪 朋 如 下 :_ _ 
当 6 天 下 了 时 ,作品 4:=a,4d 五 一下, 那 
么 由 向 量 加 法 的 定义 4.2.1 知 , OB 一 
a+&{ 图 4-1)， 因 为 三 角形 沫 边 之 和 
大 于 第 兰 边 , 酚 边 之 差 小 于 第 三 按 , 饭 
图 4-1 {4 
llal—1B!i<le+rsl< la!l+18l. 
当 ajff 8, 且 a 与 5 间 向 时 ,出 作 图 易 知 
lal—{eil< latbl=|lal 十] 
当 ajf 硬 9 与 5 应 向 时 ;又 有 
[lal—[l8[[= leatrel< lal+|el, 
于 是 {1) 式 成 立 . 
4) 基于 数 乘 过 算 规 律 的 证 本 
对 于 数 乘 的 四 条 运算 规律 的 证 本 ,前 三 条 的 征明, 部 是 证 明 诗 
式 两 过 的 间 量 的 寞 相等 ,方向 也 相 周 ,而 第 四 条 数 匀 的 第 二 分 配 律 
用 (站 十 再 ) 二 An 十 A65， 
由 于 它 售 有 两 身 量 a 与 环 的 和 ,因此 根据 两 向 量 搞 法 的 定 区 ,必然 
涉及 到 几何 作 图 东 ， 它 的 证 明 是 通过 作 图 ,利用 粗 亿 三 角形 的 性 
质 来 实现 的 ， 
5) 定理 4,4.1 与 定理 4.4.2 和 十 分 重要 ,它们 不 仅 是 建立 平面 
笛 卡 尔 坐 宗 系 的 基础 ,也 是 证 明 三 点 共 线 与 四 点 巷 面 的 有 为 工具 ， 
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而 定理 4.4. 3 是 空间 向 量 分 解 的 唯一 性 定理 ,是 建立 空间 笛 卡 条 
坐标 系 的 基础 ， 

3. 辐 量 站 深 法 运算 

1) 两 个 癌 量 的 相好 

两 个 向 量 a 与 5 相 冬 ,有 数量 积 sa 5 与 向 量 积 ax 6, 

i” 祖 据 e 与 所 的 数量 积 与 向 量 积 的 定义 ,分 别 有 
a:b=-|al:|b|leos Ca,8), 
[lex8l—=lal.lblsin (Ca,8), 

因此 当 sy 时， 出 2-8 一 0 不 能 推出 5 和， 由 ax56 一 0, 也 不 能 
推出 5=0, 这 是 与 数 的 对 法 椒 一 样 的 .读者 必须 牢记 这 一 点 . 

2” 两 同 量 柑 乘 消去 律 也 不 成 六 ,有 即 当 a 了 9,8 关 人 ,t 了 0 时， 
ob—a:cPe =—e, C2) 
a xa eo ere. (3) 

. 这 是 因为 当 a'5=ate 时 ,由 于 
G 汪 -| sa 前 影 ，。 ee 一 ia 射影 
所 以 
射 闵 o2 二 射 月 。e， 
而 从 图 4-2 容易 看 出 ,虽然 有 
151 里 影 喇 二 je 射影 ce， 


即 qo:bo=a'c, 
但 bc, 
所 纠 gb—~o:tPpb=e, 


对 于 (3}) 式 ,读者 不 难 眠 图 4-3 可 以 看 出 ;虽然 由 向 量 a 与 
梅 成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 宙 量 a 与 和 构 避 的 平行 四 迪 冰 的 而 
积 ， 目 {a,6，ax68} 与 {9,6c，a Xecj} 同 为 右 旋 向 吗 组 ,因此 


uxE=oxe Ft 
» ， 1 
和 I 


书 坟 , 


和 


图 4-2 


3 ”由 于 商量 是 由 天 小 与 方向 两 个 要 素 构成 , 所 以 任意 两 个 
癌 量 祖 除 是 讼 有 谭 交 的， 
4 ” 利用 数量 积 可 以 解决 几何 中 的 长 府 与 角 订 的 问题 ， 这 是 


因为 |a|= Va-a, 
cos (6) = TTT 
特 刚 地 ,我们 看 qa:b—0€->alb, 


利用 向 量程 可 以 解决 几何 中 移 有 关 曾 积 问题 ， 因为 
入 4BC 的 面积 = 去 [4 态 x 401. 


紫外 ,我 们 又 有 ax Eb=—0<—>a/ 6. 
5 两 向 量 的 数量 积 , 问 量 雁 与 数 的 乘法 比较 如 下 表 ， 


数 的 菇 法 ] 问 量 的 艇 苦 积 向 量 和 的 向 电 积 

好 在 一 下 于 妇 + 是 一 再 .本 gx=— (bxo) 
术科 二 让 i oi? | 开 守 本 二 他 
《十 下 JP 一 站 十 站 《十 吾 ] Rs 总 十 丘 * (T= ee 
ta—bytat+b}=ea:—b’ ta— be by Cea-b} x {oath 

一 11 一 i —2rmwé) 
{90) :=o:b’ 【下 [ 

=: eh. Ibiireoss eta,B) =|al:: Bl’sine to, BY 

co 一 0 二 4=0 起 5=9 | qa-8=0 六 a=0 ex b=0$a =0 

成 =0 或 5 二 0 
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2) 三 个 向 量 的 相 乘 
三 个 向 量 a,b,e 相 乘 ， 有 混合 积 《王浆 各 四 与 双重 向 景 秩 


(ax BIxe, 
1” 混合 积 具 有 性 质 (a x Bc 二 a. (Bxc), 因此 书写 混合 积 
常 略 去 瑟 苇 记号 ,而 把 浊 合 积 记 做 Ca,B,e) 或 Cabe). 
2” 混合 积 有 一 个 十 分 重要 的 玫 何 写 多 ,这 就 是 当 aa:e 不 
共 面 时 ， (a,b,e) 的 绝对 值 等 于 以 b,c 为 粮 的 平行 六 面体 的 体 
积 . 因此 利用 混合 积 可 专 解 站 所 全 中 的 体积 和 问题。 例如 以 了 1， 
P,Ps, 辣 4 为 顶点 的 四 面体 的 体积 为 
= 二 ( PiPs, PIP;, PP)l. 
对 于 三 个 非 零 向 量 , 我 们 有 
(a6,0) Oia,b ,ci 是 布 旋 癌 量 组 ， 
Casb,c) T0331a,6 ,ei 是 左旋 向 量 组 ， 
(a,B,e)=0c a,b,e 共 面 , 
办 此 ,利用 混合 积 可 以 淹 别 四 点 是 否 共 面 ;这 是 因为 
-一 一 > yy 一 一 
Pi,P2, Ps, Ps 共 男 寺 >( PIPs, PiP;, PP )=—0. 
3” 双重 向 最 积 的 计算 公式 
(axb}xe—ta-cb— (bc)e, 
可 以 把 振 个 以 上 的 向 星相 匀 的 问题 好 结 为 三 个 向 量 丰 乘 ， 因 此 三 
个 以 上 的 向 量 相 乘 可 不 必 讨 论 了 . 
四 、 补 充 例 是 
例 1 如 图 4 所 示 , 在 三 角形 4BC 中 ， Fk 半 娟 过 
上 的 三 等 分 点 , 设 C4 一 qa，CB 二, 试 求 同 生 CM.CNa, 6 
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N 
五 
本 
性 三 | 
一 #4-4 
的 分 解 式 ， 
解法 一 ”因为 
一 3 -一 一 > 一 一 一 
CMH—=CATAH, 
一 
但 CA=a, 
一 1 -> T ,一 人 一 一 一 T 
AM=AB-3(C BB-0A)=F(0—a), 
所 以 
一 一 
Cu os+2 
3 当 
辣 理 


一 > 

ON=OA+AN= a +E 0a) = 
解法 二 ”因为 

一 一 《1 一 一 ”一 全 一 一 ”> 
AM=TMB, AN=2NB, 


应 用 教材 的 (4.3-9) 江 ,可 求 得 


COALCB 
fo— 
一 一 
六条 2 _2 + , 
二 六 

~ 
DH-OCA+20B. a126 
” 1 二 2 3 ” 


s 本 重 


例 2 试 证 明 三 个 向 量 =,5，e 共 面 的 充 要 条 件 是 , 存在 不 全 
为 零 的 实数 4,4,p 合 2a p66+ye=0. 

证 必要 性 设 a,5,c 共 面 ,如 果 &a 与 5 共 线 , 且 a 天 0, 由 定 
理 4.4.1, 存 在 唯 一 的 w, 使 58 二 xa, 这 时 取 4 一 4 下 一 一 1， 9? 一 0， 
便 有 Aa 十 -yc 一 科 } 

如 果 a 与 86 共 线 , 但 a=0; 可 取 4=1, pj 二 y 二 0, 这 时 显然 有 
用 在 十 下 看 十 ye=0; 

如 果 a 与 所 不 共 线 ,那么 由 定理 二,4,2, 存 在 zy 使 ec 一 x*a+ 
y 户 ,这 时 怠 了 到 4 一 了 一 YY 二 一 1: 恒 同样 有 4a+P6 二 ?ce 一 0. 

充分 性 设 28+8BT+T?e 一 0 县 AAA ?不 全 为 零 ,这 时 不 站 
设 ?= 失 0, 从 而 复 


一 一 一 6, 
} YY 


于 是 ,由 定 示 4.4.2 可 知 4:5e 共 面 ， 
例 3 设 a=elt+2 ees; 8 =ie—2e 2e ee 一 一 Se 十 
10 es 一 了 es, 其 中 seiyesyes 济 三 个 不 法 面 的 向 量 ， 试 证 上 明 ,5:e 共 
面 . 
证 设 Aa+jp8+ye 一 0, 于 是 有 
Alelt2 er ea)+u(3 er—2 2 二 293) 
十 外 -一旦 十 二 0 一 了 人 =， 
Ei [4 二 3 HA--3 ye (2 A—2 4T+10 YY)es 
二 一 At2 HK 一 7 vy)ea=0, 
因为 elieayes 为 三 个 不 站 面 的 同 野 ,于 研 由 信 2 知 ， 
[4+3 yp—83p=0, 
人 10 二 0， 
上 
解 得 由 AT 一 2 
所 以 在 30—268—e=0, 


二 Er. 


因此 出 例 2 知 ab,e 共 击 ， 

例 4 用 向 量 法 证 月 三 角形 的 三 
中 线 交 于 一 点 ， 

证 法 一 设 玉 , 玉 、 卫 分 别 为 三 
角形 4BC 的 三 边 EC、Cd、 4 上 的 
中 点 {图 4-5), 在 中 线 4 是 上 取 点 1， 

图 45 使 得 A491 二 2 人 ,着 ,并 在 三 角形 48C 
所 在 的 平面 外 任 取 一 点 品 , 那么 由 教材 的 (4.3-9), 得 


而 如 为 BC 之 中 感 :所 以 又 有 
-一 -> 1 一 -一 
0 好 一 可 (有 TOO) 


因此 


一 一 


O03 (0 A+OB+O0). 


_ 在 中 线 BN 与 CP 上 分 别 取 点 G4 与 Gs, 使 得 BG2=2 Ga 放 
与 CG3= 2 GsP ;那么 , 同 理 可 得 


一 一 -一 1 一 一 ”一 一 > 
OG.= (04+0B+00), 
ep 
Ods= 0 4+0B8+O0U0), 


所 以 

一 一 3 一 一 > 一 一 

OG1-= O00,= O00,. 
从 而 三 点 LG2, G3 重合 于 点 妊 , 因此 三 角形 的 三 中 线 交 于 一 点 
G, 


-一 


证 法 二 、 设 0 为 中 线 4M 上 的 任意 一 点, 且 4G1= 4 罗阳; 


__ ， 2 2 Ss 
nt 


Ea 


即 0 lO0i: 4 DD 4 Do 
! 人 0 tor - (1) 


| 1 时 了 于. 二 六 PP 
表皮 0; 为 中 线 BN 上 的 任意 点 , 且 BG; 一 4 GsN ,那么 有 
一 一 -一 们 pa 一 -一 一 1 一 -一 一 池 -> 
即 人 人 一 一 一 时 OBro O00, (2) 


一 一 全 一 一 -一 > -3 > 本 。 
令 0G1== Oo 那么 由 于 O4 ,五 ,DC 不 共 面 ,所 以 出 定理 
4.4.3 得 


1 


一 ”下 
了 十 六 2 二 
及 1 


201 十 和 工作 


-| 
34T 二 HA) 2{1+k)? 
解 得 4 一 只 一 2 
因此 两 中 线 4 形 与 BN 交 于 -点 6G=G1= Go， 这 点 分 中 线 以 顶 
后 为 起 点 成 2:1, 上 是 向 径 为 
一 一 1 + 一 一 一 
CC= 了 OO4d+OB8+OC)， 


同 理 可 证 得 第 三 条 中 线 CP 也 通过 点 G, 且 点 如 分 OP 以 
为 起 点 成 2:1; 因 此 三 中 线 交 于 一 点 , 且 读 点 分 三 中 线 自从 点 为 起 
点 成 2:1， 

注 1 证 靶 一 利用 了 初等 几何 中 三 角形 的 中 线性 质 ， 比 较 容 
易 地 证 明了 本 题 ， 丙 证 靶 二 的 优点 是 不 仅 证 明了 三 角形 的 三 中 线 
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变 于 一 点 ,而且 还 证 明了 这 一 点 分 中 线 以 顶点 为 起 点 成 2:1， 

注 2 在 空间 任意 到 定 一 点 乡 后 ， 窗 间 的 任意 一 点 王 就 与 它 
的 向 径 { 由 位 置 冶 量 ) O 卫 相对 应 ， 这 样 就 把 空间 关于 点 和 的 几何 问 
题 归 结 为 向 晤 徇 河 题 ， 从 而 我 们 可 以 
通过 向 量 的 运算 来 证 明 几 何 问 题 ， 

例 5 设 点 人 ,GG , 吾 分 别 为 三 角 
形 4BC 的 外 心 , 重 心 , 带 心 . 试 证 明 心 ， 
,五 汉 点 共 线 ， 

证 取 三 角形 4BC 的 外 心口 为 
计算 向 径 晶 始点 , 于 是 由 例 4 知 重心 


图 4-6 个 的 亲 径 为 
一 1 -一 一 一 一 一 一 
0G=T(0 A1+0BtTOO). { 3 


下 面 我 们 借助 图 形 的 几何 性 奢求 得 心 1 的 向 径 O 太 ， 如 图 
4-6， 延 长 BO 交 三 角形 48C 的 外接 加 于 DD， 由 于 DALAB,， 
CHLAB'MMDANCH, MDCLCE, AHICB, 司 得 
DO AH, 因 此 AHOD 为 平行 四 边 形 ， 从 而 


AH= DC, 

, 3 3 3 
所 玉 OH=0A+ANH=0A+DO, 
而 DOC=O0—0D, 

——3 — 
因此 OF- 04+OCG 一 oD, 
一 分 一 
但 0D=—08, 
一 ——— » 一 一 池 
所 以 OH=0OA+OB+OC (4) 
-3 -> 
由 (3),(4) 得 OH= -300, 
> CO 
于 是 OH/OG, 


所 以 0O,G ,日 三 虑 浴 线 ， 
例 6 用 向 量 法 证 明 , 三 角形 三 中 线 的 平方 和 等 于 它 的 各 边 


平方 和 的 了 


a mr 中 呈 


入 省 上 


A=K=D, 
所 以 -b=0, 即 a=6, 
证 法 三 ”用 反 扩 共 ， 设 a 涛 5, 即 a 一 基站 , 出 
Ca——éy:m CO—0, Cob): m= 0, 
得 me 一 5),m2 1 (ob), 
而 再! ,m2,4,58 为 四 个 共 面 的 向 量 ; 所 m1 m2, 一 sb 共 面 ， 因此 
得 
mi mos 
这 与 题 设 让 盾 ,所 | 2 一 #5. 
+ 例 9 已 千 0,B,e 为 三 个 不 共 而 向量 ， 
(1) 试 证 明 ,8x ec,cxa,ax 如 不 共 面 ， 
(2) 试 求 满足 条 件 a'x=1,6.x 二 m,e*x 一 1 的 向 量 x. 
解 (1) 因为 
(Bxeexa mb) T(tbxe)x (exa}l:(gx Eb) 
=i(B ,cae— (ce,c abl:.(qaxb) 
=—{é,c,9) a6,c)=( (a,b,c) 0, 
所 Bxc,cxo,axB 不 站 国 ， 
(2) 因为 Bx ctxa,ax5B 不 鞭 面 ,所 坟 可 设 
x—=Atbxe) itu(texa)+yiax $s), 
为 求 4 ,在 等 式 商 过 同时 与 a 作 数量 积 , 王 是 我 们 得 到 
qx A ,ce a) tHe aa)t ya,6,a), 


状 此 有 i=A(a,8,e), 
i 
或 Ta de) 
类 位 地 可 求 得 
tr 交 
Mab,e)’ ya,Bc) ， 


' i m 作 
和 


五 、 自 我 测验 题 


T， 设 ,8,e 是 两 两 不 共 线 向 量 ,试问 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 成 
并 的 用 “YY "表示 ,不 成 立 的 用 “x “表示 . 


(1) axa—a, . ( XX) 
(C23 Ga2 一 |al:, { se Y 
(3) (a.B):= at252， ( x) 
(4) eta bY) oeb, (XC) 
(5) (axb)'c=a'(hxe). (、 ) 


2, 设 a,8,c 是 二 个 非 零 向 量 , 试 同 下 列 推断 证 否 正 确 ? 正 
确 的 用 “WV 表示 ,不 正确 的 用 < 内 示 . 


(C1) 如 果 ai58=0,axe 一 8, 那么 避 'c 二 0， (~) 
C2) 如 果 axB==B,axe=0, 邓 和 3xe=0, ( ~ ) 
(3) 如 果 a 局 二 0,arc 一 0, 那么 (5 x ec) x a=0， (~ 1 
(4) 如 果 = Ge 一 cp 那么 和 一 了 C7} 
(5) 和 如果 cx4 二 ce x58, 那 么 a 一 6. (> ) 
3。 填空 时 

(D 向 重 的 各。 与 统称 为 向 量 的 线性 迁 算 . 


(2) 设 04~a, 08B 一 6， OC=e,G 是 二 角形 4B0 的 重心 ， 
那么 0G = 全 家， z 

(3) 两 向 量 a 与 5 蕉 直 的 充 要 条 件 是 ,三 向 景 4,8， 
ce 共 面 的 充 要 条 件 是 Wb 0 

(4) 设 a,8 是 非 堆 向量, 那么 |“ 十 下 六 [< 一 引 | 成 立 的 充 要 条 
件 是 .hb 的 全 a+5| 之 la 一 成立 的 充 轰 条件 是 

(5) 设 a,b,e 是 不 共 面 的 三 个 向 量 , 如 果 r:a=0, r， 0 
Tc 了 著 科 一 也 

(6) 设 fa,6,6) 是 古 旋 向 量 组 , 且 a,b,c 两 两 垂直 , 又 知道 
jel 64812, [| 一 3, 那 么 a,6,0) = 2 


二 闻 昌 生 


(7) 设 ,5 为 不 共 线 的 二 个 向 量 ,如 果 (&a+ 台 ) 与 (q+ RD) 共 
2 

4， 设 召 、 了 分 别 为 四 边 形 4BCD 对 角 线 4C 与 BD 的 申 
点 ,0 汶 太 FF 的 中 碟 , 试 证 明 ; CA 二 OB+ O00+ 0D=0. 

5. 设 0 是 以 O04，0B，0OC 为 楼 的 平行 六 面体 的 对 角 
线 ，0 百 交 平 面 4BC 于 点 对 (图 4-8), 试 用 向 量 法 证 明 训 是 三 
角形 480 的 重心 ， 


图 4 多 


6， 设 az: 试 指出 下 到 向量 组 中 ,哪些 是 右 旋 向 量 组 ? 哪些 
起 左旋 向 量 组 ? 哪些 是 共 面 问 景 组 ? 并 说 明理 由 ， 

{1) {8a xb,a}, 2) {tb,a,a x 6}, 

(3) ta,b,at 8)}, (4) tau,0—b,axb}, 

FY。 摧 一 1,2,3); 重 一 Fo Foro 一 TI Xr 
试 证 明 ?1 ,72, rs 是 两 两 敢 直 的 单位 向 量 , 且 tr; rsyrs} 构 成 右 旋 看 
重组 ， 

8， 设 a,5,c 是 三 个 两 两 垂直 的 非 零 向 量 , 试 证 明 任 意 坷 量 d 
可 表示 成 


是 Fi 


第 五 章 空间 直角 坐标 


一 内 容 福 述 


本 童 首先 介绍 了 空间 直角 坐标 系 ， 给 出 了 向 量 的 坐标 (分 基 ) 
与 空间 点 的 坐标 的 概念 。 从 而 使 得 向 量 的 运算 转化 为 其 坐标 问 鹃 
数量 芍 运 算 , 空 间 的 束 迹 (曲面 与 空间 曲线 ) 也 有 了 它 的 代数 表示 ， 
即 用 方程 (组 ) 来 表示 空间 所 的 胃 迹 (曲面 与 空间 由 线 ). 

标 章 内 容 可 分 两 个 单元 ， 

第 一 单元 ， 至 河 直 角 华 标 系 与 向 量 运 算 的 坐标 表示 ， 即 教材 
的 人 5.1 与 5.2。 这 一 单元 ;, 从 向 其 引进 直角 坐标 系 , 建立 了 向 
量 的 坐标 (分 量 ) 与 空间 点 的 坐标 ,给 出 了 向 量 运 算 的 学 标 表示 ,从 
而 使 向 量 的 运算 转化 为 数 的 运算 ， 把 几何 问题 的 过 论 推 进 到 可 以 
计算 的 数量 层面 . 

第 二 痢 元 : 曲面 与 空间 曲线 的 方程 , 即 莪 奢 的 史 5.3， 这 一 单 
元 在 空间 的 点 与 有 序 三 数组 Cw,y,?) 之 词 的 对 应 的 基础 上 ， 把 曲 
面 与 方程 联系 起 来 ,空间 曲线 与 方 稳 组 联系 起 来 ,给 出 了 曲面 与 空 
间 则 线 方程 的 定义 ,并 通过 举例 ,初步 介绍 了 如 何 来 建立 曲 春 与 空 
间 晶 线 的 方程 ， 

二 、 学习 要 求 

1. 和 擎 扣 空 间 直 角 坐 标 系 的 构成 , 以 及 向 量 与 点 的 坐 标的 定 
归 , 共 能 部 夭 地 用 坐标 进行 向 量 的 各 种 送 算 , 牢 国 地 答 担 空间 解析 
玉 何 的 几 个 基本 公式 (线段 的 定 比 分 感 的 坐标 , 两 点 间 的 距离 ,三 
前 形 的 面积 , 四 面体 的 体积 等 计算 公式 ), 以 及 利用 坐标 送别 三 后 
共 线 ,四 点 共 面 的 条 件 与 两 向 量 交 角 的 计算 公式 等 . 


"rs 


2. 理解 曲面 与 空间 曲线 方程 的 意义 ,并 宰 步 熟悉 根据 已 知 条 
件 建立 曲面 或 空间 韭 线 的 方程 ， 


三 、 学习 辅导 


1. 空间 直角 坐标 柔 与 向 量 运算 的 坐标 表示 


1) 室 间 直角 坐标 对 
利用 向 量 建 站 空间 直角 举人 标 系 ， 教材 中 的 定理 4.4.3 起 了 十 
分 重要 的 作用 ， 对 于 空间 任意 点 了 P， 它 的 向 徐 0P (位置 向 量 ) 对 
华 标 向 量 1，j， 上 的 分 解 式 为 
UP = ii yit+2k, 
这 里 x，y，# 是 被 i 与 OP 叭 一 确定 的 , 于 是 关于 空 间 的 点 
PP， 向 径 0P 与 有 序 三 数组 (z,y,*) 有 着 下 面 的 关系 ， 
五 < 一 > 和 有 一人 
这 就 是 说 ,空间 爹 体 点 的 集合 ,与 金 体 有 序 三 数组 的 集合 上 共有 一 一 
对 应 的 关系 ， 这 样 ， 空 间 直 角 坐标 系 就 可 以 建立 起 来 了 , 
E34 rm 
Or Yi A} B= a Sa} rs ye 2 
4 为 实数 
加 ( 串 ) 法 | < 主 汪 Tri 二 四， 全 二 yo 二 
数 和 飞 | Za {hr My Az} 


数量 积 9 | & briT YY tse = 


| i x KEK 
向量 积 | wxB=! x: Wl 21 ajbe 
] Te Ys Sa 
] Tr 全 zz | 
| ! TY 2 萤 L 1 1 | 
混合 各 | to, Buc)= we Ys 2 | br 我 面 叶 | 二 Ya 2 
| | Ry Ws Za| | | 下 4 六 


4 Fi 


2) 向 量 运算 的 坐标 表示 

1 引进 了 向 量 的 坐 技 后 ， 向 量 就 可 以 用 它 的 坐 妹 ( 王 有 序 三 
数组 ) 米 表示 ,这 是 商量 的 代数 表示 ,前 夯 用 有 向 线段 来 表示 向 量 ， 
是 向 量 的 玫 何 表示 、 

2” 向 量 运算 的 坐标 表示 如 表 一 ， 

3 ”空间 解析 几何 的 几 个 基本 公式 如 表 二 ， 


法 Er 


耻 点 人 


Tr 
也, 的 定 比 有 十 并 中 入 ry Ee 
葵 虚 的 堪 标 a 3 ¥ 二 1] 二 A 7 ST 


4A- |PPx x PiB,| 
三 角形 世 PaP。 
的 面 程 各 -1Yy 2 Yl 遍 :- 一 六 1 由 证 3 -一 六 1 工 ; 一 内 | | | 区 一 人 1 Wi— Yi 
立 十 
1 了 23 一平 24™ 21 | | 3 一 3 Tg 矿 | XE Ri Ya™ YY 


1 
外 一 | PP;, PP)}. 


四 活体 PPsP， ca | 
P, 的 体积 一 一 | 的 绝对 
i 


三 虞 了 .PiP, 
的 礁 线 条 和 忻 


| 4 一 和 于 一 是 2 一 1 
四 局 P,P;, Ps 
二 的 莫 面 条件 


| 1 
1 1 
| 再 3 -一 下 1 一 Er | | -站 


| TT | 


cess{ PF, P,P,) = 五 六 . PiPs 
Cb 一 一 一 
P.P, © PPs IPP.| PP,| 
的 交角 i nim Lh kkk 


VE 1 CoV ra yt (ea) 


2 曲面 与 宅 间 曲线 的 方程 


对 于 曲面 与 空间 曲线 的 方程 ， 有 商 迪 要 谎 明 

1) 择 间 幅面 方 释 的 定义 与 平面 曲 氏 坟 程 的 定 苑 相 葬 似 。 我 
们 把 砷 谢 看 成 具有 某 种 特征 性 质 的 空间 点 的 轨迹 ,用 方程 
Fv yy 3) 一 0 来 表 了 未， 从 集合 的 观点 来 看 ， 曲 面 就 是 歌 足 方程 
dy52 0 的 点 (zyi2) 的 集合 。 

2) 池 间 盟 煞 一 般 方程 的 定 多 ,要 充分 理解 它 的 意 允 ， 这 里 强 
调用 通过 空间 曲线 工 的 任意 商 个 昌 面 的 方程 来 表亲 ， 即 用 通过 空 
间 则 线 工 的 两 个 曲面 方程 联 立 起 来 表示 ， 如 

fTi(w,y,2)=0, 

(UF,(x,y ,2) =0, 
这 两 个 曲 秦 ,除去 曲线 工 上 的 点 是 它们 的 公 臣 点 之 外 ,再 也 没有 别 
的 公共 点 ; 反 过 来 , 联 立 任意 结 定 的 两 个 曲面 方程 ， 它 们 可 能 个 表 
示人 性 何 空间 曲线, 本 如 给 定 两 个 球面 方程 4 二 yi 十 2 二 1 与 
十 如 十 2 二 23, 方程 组 


XY 十 2 二 2 

不 表示 任何 空间 曲线 ， 从 代数 上 来 看 ,这 是 一 个 矛盾 方程 组 ,同时 
漠 足 这 两 方程 的 解 (x,y,?) 是 个 存在 的 ; 从 几何 上 来 看 ,这 是 两 个 
同心 球 ， 它们 没有 任何 的 公 共 点 ， 


四 .补充 例题 


1 已 知 < 一 13,2)2] ,5 一 tl18， 一 22, 一 5],， 求 与 “都 得 
让 , 且 满 足下 列 条 件 的 向 量 c，(1) = 的 核 为 14, 且 与 0y 辅 变 成 
印 角 ，(3) ed 一 49, 其 中 d= 二 12,1, 一 77. 
解 因为 clLa,cI5, 所 以 c# ax) 而 


时 


i i 是 
XX | 3 2 2 
1l8 —22. —$5 
所 以 可 设 c= A{2,3,—6}={24,34, —6A}, 
(1) 由 lc|=14 得 
VV AA OA +36A = 14, 
所 以 上 | 一 : 
又 因为 c 与 Os 连 交 或 钝 角 , 所 以 


COSA ee) 一 < 


一 1712,3， 一 站 ， 


从 而 得 34<0， 
即 A<0, 
因 姓 A 二 一 2， 

于 是 c={—4,—6,12}., 


(2) 由 ce: 二 49, 得 
414 填 34 十 42 用 一 49， 
所 以 A4=1, 
于 是 ce={2,3,—6}, 
例 2 在 四 面体 04BC 中 , 设 DD 为 楼 CC 的 中 成 ,GG 是 三 角 


形 4BC 的 重心 , 召 是 09 上 的 点 且 OB 一 子 OG ,试用 坐标 法 证 


明 4、,B.D, 玉 四 扩 共 面 (图 5-1 ), 
证 俯 0 为 原点 建立 空间 坦 角 坐标 系 , 并 设 顶 态 4,.B.C 的 些 
标 分 别 为 


ACyis Yi 21) Br Yass2) CC (tas ys: 3), 
平 是 00 的 中 点 万 与 三 角形 4BC 的 重心 G 的 坐标 分 别 为 


Dp( 因 Ya 孚 ) G(T YH1 + yat Ya 2 
2 2 2° 3 ? 3 : 3 ” 


而 


和 总 几 十 


OF -3.08 = 于 V1 Ya 2 
| 4 » 3 时 


| | 
所 以 五 的 坐标 为 
(六 二 1 十 Yo 二 Ya S21 十 2 十 20 
4 4 ’ 要 外 
战 在 


一 -一 一 
A 1 


“4D | Ya ~ 2 ys | 
"1 2 2 2 


A | Naiyam3 Yi 2 十 23 一 3 31 | 
4 ” 于 * | | 
> 
( AB, AD ,AE ) 
1 Ta Tl Ma— Yi CO 
a 次 4 一 巧 闻 1 Ys™2 Yi 名 4 一 全 名 | 
Ta to 3 yat ya—3 YY 2 833 
1 一 这 2 一 外 32 一 2 
| ya— 2 yl 2s—221 | 一 0， 
ol Fe YL 总 


《上 面 第 二 个 行列 式 是 由 第 一 个 行列 式 的 第 三 行 减 去 第 二 行 得 来 
的 ) 所 坟 兰 向 量 .4B , 4D ,A 上 共 面 , 基 4,B8,D,E 四 感 共 面 . 


例 3 试用 向 最 法 证 明 ， 如 果 (x?+y?+#2)(as+b?+0?) 二 
(az+by+ca2 那么 有志 = 计 地， 


分析 ”如果 令 m 一 {x;y,2},n 二 《4,b,c}， 那么 本 例 就 转化 为 
向 量 的 形式 ， 如 果 mn 一 (mn)3， 那么 有 mm mn， 为 此 只 要 证 明 
wx nn 二 有 可 

证 令 宙 二 {wyY;2},n 二 0Q,5,6}, 由 已 知人 条 件 得 


mn:= {m:n):, 


» B81 。 


内 22 一 《mm 一 0， 


于 臣 Cmxn) =—mn (m:n)~0,. 
从 而 zm 愉 守 二 上 8， 
所 以 min 
TT 了 守 名 
四 上 毕 ~ 万 


注 例 3 是 一 道 代 数 王 , 雇 直 接 推 证 比较 困难 ,我 们 通过 构造 
向量 mw 与"*， 把 它 转化 为 岛 量 的 形式 , 先 用 疝 最 解决 , 再 肌 举 标 表 
示 , 从 而 比较 简捷 地 证 明了 诛 命题 。 这 是 向 量 在 初等 代数 上 的 应 
用 ， 

例 4 已 条 32 二 YY 二 21 十 及 十 全 二 T,， 求 汪 

ari+bhy i cal, 

证 令 m 一 {a,b,c},n 一 《wy，?}, 那么 由 已 钴 条 件 得 

| 四 12 一 本 2 一 1 人 一 一， 
于 是 有 
mn ml :In| :eos Cm,n), 
= OC, SIT， 

把 m,n 的 坐标 代入 .上 起 得 

个 第 十 而 了 tosel, 

例 5 骨 启 量 法 证 明 三 角 公 式 

图 5-2 cos(a— BB)—cosacosp +sinesing, 

_ 证 如 图 5-2 所 示 ， 在 x0y 了 平面 内 , 设 4 角 的 终 边 是 单位 向 量 
04 ,6 角 的 终 边 是 单位 向 量 OB， 月 0 一 04,08). 

当 { 05 ,04 ,是 帮手 系 时 ， 部 果 拒 A 角 的 终 边 按 道 时针 方 
向 (从 辣 量 上 & 的 终 右 观察) 旋转 上 9 角 , 鲁 得 到 一 个 终 迫 和 < 角 的 终 
边 祖 同 的 角 ;, 虑 此 


a—=B+0+2 nr, 


2 一 月 二 28 十 Bi2 赴 某 一 个 整数 ) 


二 


当 { OB ,04 ,了 是 左手 系 时 ,通过 类 似 的 分 析 可 知 ,这 时 
= 二 Ot2nn, 
即 a 一 上 一 2 nx 一 9,{n 是 基 一 个 整数 ) 
所 以 在 两 钟情 训 下 都 有 
cos{a— A)= Cos. 
一 > 
男 一 方面 ， 设 | —{xr,*,0}, 由 三 衣 久 数 的 定 艾 可 知 


多 - y 
Os 一 一， S13 OT OY 
[041 [04 
一 -> 

从 而 OA4 ={cosa,sing,d}, 
同 理 可 得 

OB ={cosp,sing ,0}, 
所 以 《os 一 4 CosmcosB+ sinasing, 

104110B 

因此 有 


cosfw 一 月 ] 一 Cos 一 cosccos 有 + sinasinp. 

例 8 在 空间 ,两 点 4 与 如 之 闻 的 距离 为 3 ,选取 适当 的 盘 标 
系 , 求 到 两 点 4 与 BB 的 距离 之 和 等 于 10 的 动 反 的 胃 迹 方程 ， 

解 ” 以 线段 48B 的 中 点 0 为 从 标 原点 ,直线 45 为 < 轴 建 立 空间 
直角 坐标 系 ,于 是 南 定 点 的 众 标 分 别 为 4 (0,0; 一 4), BC(0, 0,4)， 
证 动 所 为 古人 六 多 1， 由 动 点 卫 满足 的 刀 何 条 件 可 得 

| PAI+|PB|=10. 
把 | PAl = V7 4 yy? Tt ,PB | V sty (C24) 全 
入 上 式 , 得 
V aI Ty TA) HY viryi (2—4) =10, 


中 Vy RT ytd 一 10 一 TY wi yt+(2—4)., 
两 边 平 方 得 


5J 区 3 十 yz (3 一 由 )2 =25—42, 


”上 了 


两 边 再 平方 ,化 简 整 理 得 所 求 方程 为 
25 wv 二 25 y+9 2:=225, 

Ll 
2 时 2 
9 9 一 基 


五 、 目 我 测验 题 


三 1， 


1. 填空 题 
(1) 点 已 (zy: 2 关于 化 标 面 yoz 的 对 称 点 的 于 标 为 
,关于 Oz 轴 的 对 称 点 的 至 标 为 ,向 量 0P 在 02 轴 上 的 

射影 》 - , 

(C2) 如果 和 襄 明 P,P 一 {对 , 了 ,21} 的 始点 为 了 :5,51)， 屠 
么 终点 Ps 的 坐标 为 

(3) 已 知 向 量 a 二 {3,5, 一 41 ,8 一 {2,1,8}， 设 Aatb 与 O02 
轴 午 直 , 那 么 ?= _ _. 

《4) 设 向 量 a==116, 一 15,12}, 向 盟 6 与 a 共 线 , 反 向 内 模 为 
75, 那 么 名 的 上 化 标 为 

《5》 设 向 量 a= 二 {3, 一 6, 一 1},5 一 {1,4, 一 5},c 二 {3, 一 4,121， 
于 和 妈 向 量 e+E 在 = 上 的 射影 为 

(6) 设 a 二 12, 一 1;1}56 二 和 ;2, 一 1}; 单 位 向 虽 e 问 上 时 翟 直 于 
a 与 5, 那么 e 一 

(7) 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,三 顶点 4, 吾 ,C 的 坐标 分 别 为 
A(0, 一 2,0),B(2,0,1), OC9,4;2) ;那么 BB 的 对 顶点 卫 的 坐标 为 
,对 和 角 线 交点 如 的 坐标 为 

(8) 球面 的 中 心 在 点 (1,3, 一 2)， 而 且 球 面 通过 原点 ,那么 该 
球面 的 方程 为 

“(9) 己 知 曲面 的 参数 方程 为 


证 .站 如 全 


和 =- 二 FOODsing, 


一 入 吕 SS 有 CDSs， PA 
lysing, ( 二 oe) 
那么 它 的 普通 方程 为 : 它 胡 示 的 图 形 则 做 
(10) 已 知 曲 线 

{6 

六 十 之 二 人 0， 
四 后 五 1 (3 4， 一 4), Po( —3,2,4), Ps —1,—4,4), Pi{2,3,—3), 
其 中 的 点 在 已 知 明 线 上 。 

2， 设 四 边 形 的 顶点 磊 次 为 4A(3, 一 1,，2)，B(C1,2, 一 1)， 
“一 1 一 8 (3, 一 5,3) 试 证 明 耻 边 形 480CD 是 一 个 梯形 . 

3， 已 知 线 段 4B 被 点 0(2,0,2) 与 D(5, 一 2,0) 三 等 分 , 试 求 
这 个 线段 两 端点 4 与 的 坐标 ， 

I 已 知 四 面体 的 体积 =5, 它 的 三 个 顶点 为 4(2,1, 一 1)， 
#(3,0,1),C(2, 一 4,3), 义 知道 它 的 第 四 个 顶点 避 在 Y 轴 上 , 试 求 
碟 避 的 仅 牧 和 从 检点 DD 所 引出 的 高 的 长 名 ， 

5. 试用 加 量 牙 证 明 三 阶 行 列 式 的 辣 达 玛 (Hadmatd) 定 理 ， 


和 


1 HN»: ty 


bl 6 6 | 所 (GT CE 十 SEE 十 十 百 (CE 十 ecC3)。 


6， 设 动 点 到 : 轴 的 距离 是 3 ,到 20y 坐标 而 距离 是 2, 并 上 且 在 
z 轴 正 加 一 仙 , 求 这 动 点 的 轨迹 方程 。 


二 这 让 和 


第 六 章 ”平面 与 空间 直线 


一 ,内容 概 述 


平面 与 空间 吉 钱 是 空间 中 最 简单 的 曲面 与 赐 钱 ， 本 章 以 向 景 
代数 为 主要 工具 ,建立 了 它们 的 方程 ,从 而 我 们 就 可 以 用 代数 的 方 
法 研究 有 闫 平面 与 空间 直线 的 几何 问题 .这 -- 章 是 空间 解析 几何 
的 主要 内 容 之 一 . 

本 童 内 容 分 为 平面 与 直线 两 个 单元 . 

第 一 单元 : 平面 , 即 教材 的 86.1, 86.2, 986.3 与 $6.8,， 本 
单元 首先 介绍 了 各 种 不 同形 式 的 平面 方程 ,这 就 是 平面 的 点 法 式 、 
三点式. 截 距 式 、 点 位 式 , 参数 式 和 一 般 式 方程 。 这样 就 在 几何 对 
象 的 平面 与 代数 的 三 元 一 次 方程 之 间 建 立 了 联系 。 我 们 也 就 可 以 
用 代数 的 方法 来 讨论 点 与 平面 ,平面 与 平面 舶 位 置 关系 和 有 关 的 
度量 性 质 ， 最 后 在 8.6.8 中 介绍 了 平面 族 的 概念 和 它 的 方程 . 

第 二 单元 ; 空间 直线 , 即 教材 的 86.4,86.5,86.6 与 $6.7. 
介绍 了 空间 直线 的 参数 式 , 对 称 式 , 一 - 艇 式 与 射影 式 方程 ,并 用 代 
数 的 方法 讨论 了 有 关 直 线 的 一 些 上 几何 问题 ,这 就 是 直线 与 平面 , 直 
线 与 直线 ,直线 与 点 的 位 置 关系 和 有 关 的 度 景 性 质 . 

二 ,学 习 要 求 

1. 深刻 理解 在 空间 直 角 毕 标 系 下 平面 的 方程 是 一 个 关于 7， 
y ,2 的 一 次 方程 ;上 反 过 米 , 任 何 一 个 关于 变数 * ,yz 的 一 次 方程 都 
表示 一 个 平面 。 直 线 可 以 看 碳 是 两 平面 的 痰 线 ， 它 可 以 用 两 个 相 
交 平 面 的 方程 构成 的 方程 组 来 者 未 ， 

2， 人 擎 握 平 面 与 空间 直线 的 各 种 形式 的 方程 ,明确 方程 中 常数 


= SH * 


(参数 ) 移 儿 何 总 多 ,能 根据 决定 平面 或 决定 直线 的 各 种 几何 条 件 
导 骨 它们 的 方程 ， 并 吝 悉 平面 方程 的 各 种 形式 的 互 化 与 直线 方程 
的 各 种 形式 的 互 化 ， 

3， 能 热 练 地 根据 平面 和 直线 的 方程 以 及 点 的 又 标 判别 有 关 
点 .平面 . 坦 线 之 间 的 位 置 关系 与 计算 它们 之 间 的 距离 与 交角 . 


三 、 学 习 输 导 


1。 平面 


1) 平面 的 方程 

室 间 的 平一 可 以 由 各 种 不 同 的 几何 条 年 来 确定 ,例如 ,不 共 线 
的 三 点 ， 酚 相交 直线 ， 两 平行 直线 都 可 以 唯一 确定 安 间 的 一 个 让 
面 ， 已 知 平面 上 一 虚 和 垂直 于 这 售 平 面 的 直线 ， 这 样 的 平面 也 可 
以 被 叭 一 确定 ,这 就 是 建立 点 法 式 方程 的 根据 ,教材 中 首先 推导 出 
平面 的 吉 基 式 方 程 ,然后 再 导出 平面 的 其 它 形 式 的 方程 ,这 芷 因为 
点 位 式 , 三 点 式 , 蕉 距 式 ,一般 式 都 可 以 归结 为 点 靶 式 来 解决 ,万 外 
在 空间 直角 坐标 系 里 ,讨论 有 关 平 面 问 题 时 ,平面 的 莫 向 景 常常 起 
着 艾 键 性 的 作用 ， 平 面 方程 的 各 种 形式 邵 示 一 : 

平面 方程 4z + By +Cz+D 一 0 中 的 基 些 系数 或 汕 数 项 为 
零 , 与 平面 基于 坐标 系 的 位 置 有 密切 的 联系 ,如 慌 二 ， 

2)》 不 同形 式 的 平面 方程 的 瑟 侯 

不 同形 式 的 平面 方程 在 一 定 杀 件 下 都 可 以 相互 转化 . 例如 点 
法 式 . 

Ats— Fo) + By— 1 + Os 2067)=0, 
可 以 直接 政 写 为 一 般 式 
Ar+ By+Czt+ Do=0, 

其 中 已 = 一 (48 十 吾 yo 二 让 2005 后 位 式 


和 办 1 笛 


家 一 


和 名 称 六 程 


常数 (套数 } 的 几何 总 头 | 附 福 


点 法 式 。 | 45 一 zo 十 By 一 yo 十 | 。 [4,8,0} 是 平面 的 一 | 4,,0 不 全 为 
S323) 二 0 证 党 向量 人 ET 零 
大平 而 上 
三 点 起 jez yy 2 一 人 (reg (aacyssay | 渤 点 不 并 名 
[2 一 光一 一 名 | 二 他 (rey z3) 辩 平面 上 的 
[3a O—. Ya— Yr 5 一 号 | 二 个 虚 | 
截 蝶 式 二 ,了 三 -] D6e 分 蝇 为 正面 福 # 乎 面 趟 通 
. os pie 因 .y 思 , # 种 上 的 截 距 | 点 有 不 下 行 王 如 
标 辆 
点 位 式 > 一 > Ys 2 2 (Yoyom20) 是 平面 上 时 1 区 , 才 
有 多 = 和 | 的 点 , {1 1) ,证 uF 有 se 
x F go 2 是 平 痢 的 方位 向 量 
参数 式 守 一 4 直下 基于 p 于 {zoyois0 且 平面 上 的 
YY 点 ; 半 量 各 2 与 | 着 sl 
Er i {Xs 2 平行 于 平面 ， 
0 为 泰 
一 般 式 {4,8, 避 } 是 平 南 的 一 个 


十 疲 癌 县 ,DLL 
i 
是 原点 到 平 而 的 下 高 


让。 FY, a | 
也 可 直接 改写 为 …- 般 式 , 按 行 列 式 的 第 一 行 展开 即 得 
Ax+i+ By tOzst+D=0, 


其 中 
-| 21 | 站 -| 2 加 了 1| 
FY, gal | Za Xl Xs Ys) 
p=—(zd 了 1 Z| + 2Z1 | ,| Tl ); 
| 7: 2 2 全 "| Xs Fs 
再 如 参数 式 


» 89 * 


获 二 


壮丽 4dzr 十 五 ?十 女 z 寺 五 一 


这 姓 三” 程 世 罚 尾 在 
ABO | C=0 47 二 BytD=0 平行 于 * 轴 平行 于 
中 有 一 思 | B=0 马 F 十 宫 十 人 二 间 平行 于 Y 轴 坐标 畏 
霍 对 一 中 Bytux+D=D 末 生 于 轴 
D0 ~ | 
ABCO | 在 一 上 一 0 | 44 十 五 一 0 平行 于 yz 坐标 面 | 平行 于 
中 有 一 泡 | = A=0 | BytD=0 平行 于 #0# 坐 标量 | 化 标 面 
雪 由 一 吾 二 了 作 | cz 十 下 一 站 半 行 于 zey 坐 标 面 
| 4 十 是 ¥ 下 申 s 二 和 位 过 原点 
Ax++By= 人 0 过 = 性 通过 举 
4 十 在 3 一 了 过 3 四 标 畦 
百 y 十 蕊 2 一 站 过 + 轴 
ro 二 0 | FO0z 坐标 面 华 杯 竹 
Y=0 OF 坐标 面 
:二 0 *#Oy¥ 些 标 面 


y= Yo WY loY,, 
之 一 50 十 社区 人 加， 
由 于 其 中 的 (x0, yo; 20) 位 式 中 的 
常数 (参数 ) 具 有 相同 的 几何 意义 ， 因 此 可 以 把 参数 式 直接 写成 点 
位 式 , 然 后 再 改 成 一 般 式 ; 至 于 截 距 式 
J 


2 记 


| -ws 野 大 1] 十 下定。 


它 已 是 特殊 的 一 般 式 . 
反 过 来 ,我 们 也 可 以 把 一 般 式 改写 为 其 他 形式 的 平面 方程 , 例 
站 把 一 般 式 
Ar+ Byt+C2+D=0 


改写 为 点 法 式 ,只 要 在 此 平面 土 任 取 一 点 (zyyoyso), 那么 此 平面 
的 点 法 式 就 是 


s 网 同和 


ACw— rx) Biy— wo) FOZ— 20) =—0, 
当 加 ,BO,D 都 不 符 于 零 时 ,一 般 式 就 可 改写 为 截 距 式 


| 
万 ”万 TD 
| Fa 习 


如 果 要 把 一 般 式 改写 为 参数 式 ， 我 们 只 去 在 此 平面 上 任 取 不 共 线 
的 三 点 型, ,了 H;, 导 ;, 闭 么 HMM, 与 形 ; 导 3 就 是 这 平面 的 两 个 方位 
向 量 ,因此 杞 就 可 以 写 出 读 平 面 的 点 位 式 或 参数 方程 ,更 简单 地 可 
令 纪 二 yb 一 z， 于 是 平面 的 一 般 方 程 4% + By 了 Cs 二 + 口 =0 就 可 


汉 玉 而 过 启 (2 .00) ,有 方向 是 [如 :1.0] ,0 
从而 它 的 点 位 式 方程 为 


9 
| 


| 
| 于 | 总 
全 
| 
ke 


即 


3) 求 平 面 方程 的 一 般 方法 
熟悉 平面 方程 的 各 种 形式 ， 并 明确 其 中 常数 (参数 ) 的 几何 意 


s ON 让 


六 后 ， 就 可 以 概 据 所 求 平面 的 几何 条 件 来 写 出 平面 的 方程 ， 建 立 
平面 的 方程 ,通常 有 两 种 方法 ,一 是 根据 已 知 条 件 直 接 写 出 平面 的 
点 法 式 或 其 他 形式 的 方程 , 另 一 方法 是 待定 系数 法. 

1” 如 果 要 直接 写 出 平面 的 点 法 式 或 点 位 式 方程 ， 那 么 必须 
知道 平面 上 一 个 虚 以 及 这 平面 的 一 个 法 向 量 或 两 个 下 共 线 的 方位 
向 量 , 因 此 这 时 关键 是 找 平面 的 法 向 量 与 方位 向 量 ， 

例如 ,yOz,z0x,z0y 坐 标 面 分 别 有 靶 向 量 i 二 {1,0,0} ,7 二 {0， 
1,07} ,下 一 {0,0,17); 与 已 扼 和 平面 44 十 By 十 Cz 二 + 卫 二 0 平行 的 平面 
有 法 阅 置 m={4 ,五 ,C] 5 线段 4B 的 恒 直 平分 面 有 法 向 量 4B; 如 
果 原 点 到 平面 所 引 和 二线 的 垂 足 为 点 Mo, 那么 G 开 , 就 是 这 个 平面 
的 一 个 甘 向 量 . 

又 如 ,如 果 所 求 平面 与 两 已 知 的 相交 平面 x1 和 rs 都 天 直 , 那 
么 平面 wx: 和 xs 的 法 向 量 ni 和 ns 就 是 所 求 平面 的 方位 向 量 ， 如 
果 一 平面 道 过 z 轴 及 * 轴 外 一 点 Mo, 由 于 = 轴 通 过 原点 0， 所 以 
向 量 OH 与 有 一 {0,0,1} 就 是 这 个 于 面 的 方位 向 量 ; 如 果 所 求 平面 
通过 两 平行 直线 ,那么 贝 这 两 直线 上 的 定点 Wi 与 :所 威 的 向 
量 并, 与 直线 的 方向 向 量 是 0, 就 是 所 求 平面 的 方 化 向 量 ， 

2” 用 待定 系数 法 求 平面 的 方 称 时 ， 先 假定 所 求 平面 的 某 种 
形式 的 方程 ， 例 如 ， 可 设 所 求 平 古 的 方程 为 ， 4Y 十 吾 9 十 三 2 十 
DD 一 0, 热 后 根据 已 知 条 件 确 定 系数 4,B,0,D 的 慎 , 实际 上 只 要 
确定 4:B:C:D， 所 求 平面 也 就 确定 了 .比如 在 教 烤 §$ 6.1 例 5 中， 
先 候 定 平 行 子 = 轴 的 平面 方程 为 44+By+D=0， 再 根据 它 通 
过 屿 型 i(2 一 1 1 型 23 一 2 1 的 条 件 得 

2 A—B+D=0, 
$ A422BtD=y, 
从 下 而 两 式 分 别 消去 B,4, 得 4= 一 辣 ,B= 一 万 ,因而 4: 也: 万 一 
1:5( 一 号 。 玫 是 所 求 平 桓 沪 
二 YC 一 1 一 澡 . 


和 于 了 电 


教材 中 古 由 上 面 两 式 直接 计算 得 


4:B:D=| 1 :| | uD 
—2 1 1 3 3 一 2 
这 是 很 据 碎 下 牧 数 中 的 定理 得 到 的 ， 


关于 三 个 未 知 数 | 的 齐 次 线性 方程 组 
fo 十 2 革 2 十 3 区 3 一 必 ， 
古 1 交 1 十 五 3 出 :十 六 3 一 个， 


如 果 它 的 系数 记 组 成 三 个 二 阶 行列 式 不 全 为 零 ; 那 么 


上 3 性 有 1 a 二 cto | 
证 1 省 2 于 5 一 ， » » " » » 

bs bs 1 3 1 四 

i 宅 3 a 1 他 Lp 


3” 当 所 求 平面 道 过 已 知 直 线 时 ， 那 么 和 和 用 平面 束 方程 容易 
得 到 记 求 平面 的 方程 . 

4》 两 平面 的 伺 闭关 系 

关于 两 平面 的 三 种 不 同位 置 甘 系 的 判别 条 件 , 交 角 公 式 , 主 要 
利用 平面 的 法 向 量 来 讨论 和 的， 两 平面 平行 或 重合 ， 就 是 它们 的 蒜 
向 量 共 线 ,两 平面 的 交角 转化 为 求 它们 法 向 甘 之 他 的 夹 角 ,两 平面 
垂直 就 是 它们 的 法 向 量 垂直 ， 这些 关 夭 契 立 的 条 件 如 开 三 ， 


2， 空 间 直 线 


1) 空间 直线 的 方程 

确定 空间 一 条 直线 也 有 许多 方法 ， 在 解析 几何 里 把 它 归 结 为 
由 直线 上 一 点 与 平行 于 直线 的 一 个 非 零 记 量 ( 即 直线 的 方向 向 量 ) 
来 确定 ;或 者 把 它 看 成 两 个 乎 面 的 次 线 , 即 由 两 丰 实 平面 来 确定 . 
空间 直线 方程 的 种 种 形式 如 表 站 ， 

2) 不 同形 式 的 直线 方程 的 互 化 


1” 直线 的 对 称 式 方程 一 二 一 一 一 一 上 了 和 参数 式 广 


+ 3. 


这 三 


圣 面 Tl: 二 T+By+Us—D= 人 0, 2 
平面 Hi 十 如 2 六 十 避 22 十 如 二 习 ， 


位 置 关 址 上 成 立 Ei 件 


二 BC 。 中奖 角 公 


[mi 天 ma CE |， 机 十 sos 二 fmiini 一 土 下 贞 
ni||n 
相交 _ Arpp oo ™lln 
V+ Bt. A Bot 


| ” 岛 翟 直 杀 件 ， 
A BB T=0, (nL rn:) 


,了 ,多 不 生 为 党 
(eo E+oo) 


二 二 oy 十 六 4} 
套数 式 上 yy 
Fi 


点 2 一 圳 :-Y2 一 


总 3 一 启 1 不 僵 为 夫 ， 


把 直线 禾 玻 两 射 
影 下 面 的 尝 厂 


把 直线 看 成 琴 平 
面 的 交 线 


。 一 1 ， {ls ey #1)， {Tz Yer ) 沟 
两 点 起 一 可 直线 定 的 两 点 


Cc,d,0) 为 家 找 上 的 点 ， 
fa,5] 为 坦 埠 的 施 向 向 时 


【4 ， Bi } x {4,, B:, 
4 B+ z+ 一 人 CC 小 为 直线 的 方向 向 量 。 


二 Xn 十 改 # 
a 二 yo+ Yt 中 的 常数 具有 相同 几何 意 疼 ,很 容易 把 其 中 一 种 形 
£= 220 Zt 


式 收 写成 力 一 种 形式 的 方程 


二 全 写生 


2 ” 直线 的 射影 式 方 程 是 一 般 式 方程 的 特 吻 形式 ， 要 把 一 般 
式 方程 化 为 射影 式 方程 ,只 要 报 泥 射影 式 方程 的 特点 ,从 一 般 式 方 
程 中 分 别 消 兴 两 个 变数 ， 就 可 得 到 射影 式 方程 . 

如 果 一 般 式 方程 

TY 
Asr + By + C2 + Ds=0. 
| 


‘zo, 我 们 总 可 以 从 一 般 式 方程 分 别 消 去 + 和 y 得 到 射 
一 人 


， 4B| ,A 已 
影 式 方程, 但 如 刚 a 0， 也 就 是 本 -一 再 一 硼 }， 那么 消 才 才 


了 一 定 志 局 时 消去 ?而 得到 只 有 一 令 变 煞 :的 证 程 ， 

2 一 中 ， 
蕊 取 是 直线 在 xw02 坐标 灿 上 的 射影 平面 ， 及 是 寺 线 在 YO 淮 标 
:上 的 身影 笠 面 ,这 时 还 必须 从 床 方 程 消去 z, 得 到 直线 在 zx0Gy 平 
本 上 的 射影 平面 


T= py 
于 是 直线 的 射影 式 方 程 为 
| TDy+o, 
z= 中 


3” 直线 的 对 称 式 方程 和 一 般 式 方程 也 可 以 互 化 ， 把 直线 的 
对 称 式 方程 改写 一 下 就 可 以 得 到 射影 式 方程 ， 它 已 是 一 般 式 方程 
的 特殊 情况 ， 更 多 的 情形 是 需要 把 一 般 式 方程 

时 

Asx+t+ Boy 7 Oa + Ds=0, 
忆 为 对 称 式 方程 ,通常 有 两 种 方 划 ,一 是 和 光 写 出 直线 的 方向 向 莉 ， 
它 可 取 


.号 吕 革 昌 


iB1 Ci C1 A 本 > B! 

= ca c ab 4 Bl} 
再 取 一 盘 式 方程 中 的 一 个 特 解 (zoyoyao)， 于 是 就 可 以 得 到 直线 
的 对 称 趟 方程 


gg 六 启 一 和 2 Ro 
B. od C0) [a Bi 
BB, | Cs 4 A» B; 


男 一 方法 是 先 从 直线 一 般 式 方程 中 分 别 袜 去 两 个 变数 化 为 射影 式 ， 


方程 ， 如 果 这 对 影碟 方程 汶 
省 二 和 名 十 0 ， 
: y=-=-bat dd. 
那么 再 改写 一 下 就 可 以 得 到 直线 的 对 称 式 方程 
出 一 已 一 
of b 

3) 求 直 线 方程 的 一 般 方 法 

求 直 线 方 程 的 常用 方法 之 一 是 根据 所 求 直线 的 几何 条 件 直 接 
写 出 它 的 方程 ,通常 用 对 称 式 方程 或 一 般 式 方程 示 ; 另 一 方法 是 
待定 系数 法 . 

1” 用 对 称 式 方程 表 共 直 线 时 ， 必 须 找 出 直线 上 一 个 已 知 点 
与 直线 的 方向 向 量 ， 用 一 般 式 方程 天 示 直 线 时 ， 必 须 找 出 通过 这 
直线 的 两 个 平面 。 这 样 就 把 问题 归结 为 求 平面 的 方程 . 

例如 ， 平 行 半 x 轴 ，y 办，s 轴 的 直线 分 别 有 方向 向 晤 ;一 
{1,0,0} ,7 二 40,1,0}, 天 = 40,0,1}; 如 果 所 求 直 线 和 两 条 已 知 的 
异 面 直线 都 垂直 ， 那 么 这 两 已 知 异 面 直线 的 方 向 向 量 m 与 mm 的 
向 量 积 v1 x v; 就 是 所 求 直线 的 一 全 方向 向 量 ; 如 果 一 直线 与 两 相 
交 平面 都 平行 ,那么 这 两 相交 平面 的 凌 向 量 的 向 量 积 ni x nz 就 是 
这 直线 的 一 个 方向 向 量 ; 和 = 轴 \y 轴 ,z 轴 夹 角 分 别 为 :8? 的 
直线 的 方向 向 量 可 取 为 = {eosacosB ,cosy}). 


= 


rs 呈 丰 


多 如 ， 当 一 宇 线 通过 已 知 点 Mo 且 与 两 已 知 异 面 直线 纪 , 上 都 
相交 ,那么 这 直线 就 可 以 着 成 是 四 点 是 与 说 决 定 的 平 面 和 由 禾 0 
与 决定 的 平面 的 交 线 ,这 时 的 直线 方程 可 用 一 般 式 骸 示 * 如 果 
一 直线 通过 已 知 点 型 o, 与 已 知 平面 x 平行 ,区 和 已 知 直 线 二 相交 
(Mo L,I #4),， 那么 这 直线 就 可 以 看 作 是 过 点 村, 且 与 平面 7 平 
行 的 平面 zl 和 通过 直线 1 与 总 型 o 的 平面 7 的 区 弘 ， 这 时 的 直线 
方程 也 可 以 用 一 般 式 表示 ， 

2 用 待定 条 数 法 求 直 线 方程 时 ， 一 般 先 假定 所 求 直线 方 竹 
为 


TR YD Fn 


一 


是 卫 HA 
然后 根据 已 纽 条 件 确 定 其 中 未 知 常 数 的 值 . 
4) 直线 与 平面 的 相关 位 置 
直线 与 平面 的 相关 位 置 的 讨论 * 一 般 有 两 入 方法 ,中 代 吾 方 尖 
与 几何 方法 . 
例如 ， 设 直线 和 平面 的 一 一 般 式 方程 分 别 为 - 
| A 二 Bvt+Ozs+ Di=0 
A + Bey + Csi Ha=—0 
那么 它 们 的 相关 位 置 的 讨论 ， 就 归结 为 求 次 线 方 程 和 平面 方程 的 
公共 解 . 为 方 恒 起 见 ,把 直线 的 一 般 式 方程 改写 为 参数 起 方 程 . 
光环 十 点 t， 
y= yot Tt, 
z= 20+ St, 
把 它 代 入 平面 方程 ， 于 是 问题 就 简化 为 讨论 一 个 一 元 一 次 方程 的 
问题 了 ， 骨 何方 靶 ,就 是 利用 平面 的 法 向 量 as， 直线 的 方 癌 向 量 。 
和 直线 上 一 已 知 原 时" 来 讨论 ， 利 用 代数 方法 讨论 具有 一 般 竹 , 利 
用 几何 方法 讨论 其 有 直观 明显 性 ， 因 而 世 便 于 记忆， 直线 与 平 加 
的 位 置 关 系 如 霄 五 


” 36 » 


GG ATv+tBy+t+Cz+ D=0, 


囊 五 


站 独 志 二 2 = 2 Mo yesss) 
于 而 ss: Ar+ By 二 C+D=0, n={dA,B, C} 


粒 置 关系 成 立 条 性 - 
伟 或 诡 上 各， 把 直线 方 程 改 成 套数 式 , 民 入 下 面 方程 
解 呈 2 ， 即 可 求 得 交 成 坐标 
导 克 十 站 六 二 人 吕 关 从 加 当前 公 
相交 {no} i [nm'al | 半 午 十 BF 十 位 到 | 
PT TO vA Tr. VR 
全 要 让 条 件 rr 
Er 
平行 吕 下 十 站 上 十 辟 2 二 0 ， 日 十 加 ff 寺 到 和 十 了 到 天 省 ， 【时 二 了 ,有 全 


直线 下 ARLBYECS- 0, Ar,+ByotOs+D=0, (nlo,M En) 


5) 空间 两 直线 的 相关 位 置 

空间 两 直线 的 相关 位 置 决定 于 三 向 重 驱 122;， oo 之 间 的 关 
系 , 这 里 ios 分 别 为 两 直线 的 方向 向 量 ， 型 了。 分 别 为 两 直线 
上 的 已 知 虚 ， 这 里 要 注意 的 是 两 直线 相交 必需 具备 两 个 条 件 ， 即 
Ni Mas 0 0 共 面 与 ot 闪 va( 见 教材 $6.6 例 1 的 解法 一 )， 两 直线 
重合 的 条 件 No 无 : 赣 * 和 平行 条 件 v1 有 v2 让 用 1 履 ; 的 区 别 实 
质 上 是 一 直线 上 的 已 知 点 是 否 在 另 一 直线 -上 . 

空间 两 直线 的 位 置 关系 如 表 六 ，: 

6) 点 .平面 .空间 直线 问 的 距离 如 表 七 ， 


四 ,补充 例题 


。” 例 1 过 原点 0 引 平面 = 的 垂 线 , 设 起 足 为 Po (图 6-1): 忆 知 
“15P61 一 p 冰 9, 0 Po 的 方向 角 为 <,B,y, 求 平面 上 的 方程 
解 ” 由 题 意 ,平面 * 有 法 向 量 90Po={pcosa, pcosP ,pcosy}， 


EE rp [和 


天 六 


EP si 


直 竣 局 : i nt -i | VB 下 MF YY] 2. 
1 ， 


下 于 5 和 | 
直线 上 EE oa 一 站 有 
= 时 于 


- C—O 


于 心 灾 直 线 交 交点 ， 邦 两 宜 丝 方程 改 成 参数 
下 4 了 1 1 二 0 式 ， 求 出 所 或 下 的 仙 ， 即 本 求生 将 点 的 坐标 
至 。 了 入 号 之 有 公式 
RY 多 夸 关 针 生 Ose ld} = co (on) 一 : 二 一 全 
Cs _ 
VW AITYFITRI VR Ti— 2 
得 | 1 


A 一 - 一 4 ,1 一 中， 2 “了 Eh 
Fi Cr ys :a :) 1 


[ 叫 # 让 二 MH Mi;) 


重合 和 {1 {ya— 1 


(wh wl MN) 


Fy] 外 2 一 ¥ 
1 Tl L ‘La0 1 I, |; | 一 必 
蜡 ,YY, 了 ， 姜 于 3 1 
一 -- 
[LCM M0, vs) 0] —T: 平一 9 2— 22| 
宇 F, pF =— 站 
而 于 YF 名 
_ 【区 ZB 入 _| 号 |， 了 了 
其 中 六 = 1 ,3 -| zl z=| 玉 1 


且 过 点 Pst peosa,peos 有 ,poosp), 所 以 平面 的 点 法 式 方程 为 
PCOSCC EF-— PCOSG) + peospty— peosp) 
十 Dcosy(e— POsYy} = 0. 
由 于 cosa -Tecos 月 cog2y -== 二 ,所以 上 式 可 做 简 整 理 成 
TOCOSA TT YEOSA Tt zc05y OD=0. 


注 方程 CDSC 十 ycOspH 十 SP 一 力 二 吕 叫 和 被 平面 的 法 式 方 


和 和 押 


和 未; 距离 计算 公式 


碟 型 ofzoy5 门 到 平面 
4 届 十 百 闻 十 切 > 二 四 一 下 


E 


| 二 | 


d DE 
VT 


_ 到 | 这 妈 
擅 天 刘 2 一 -了 生 ML, 1) 
TT d = ol se={£,T ,2} 
的 虐 离 请 
Wi _ > A EL L211) 
i dd = LMM v1 03} 到 (sys 
2 [| 人 72 
问 的 距 评 2 Bi 二 {让 ,了 了，， 2 } 


各 它 有 两 个 特征 ， 人 中 一 -次 项 系数 的 平方 和 为 1 {因为 cos2a 十 
cos 忆 二 cos 交 一 1),@ 常数 闫 小 于 零 【 周 为 B>0)， 反 过 来 ,如 果 
一 个 平面 的 方程 共有 这 两 个 特征 、 那 么 它 就 是 平面 的 法 式 方 径 ， 
《 当 平面 通 过 原点 ,平面 方程 中 的 常数 项 为 堆 ， 这 时 如 有 果 平 面 的 方 
程 具 有 第 一 个 特 每 ,那么 我 们 站 称 它 为 平面 的 尘 式 方程 ，) 根 据 平 
面 守 式 方程 的 两 个 转 年 ， 我们 容易 把 平面 的 一 般 式 方程 

Az+ By+ Ca+ d=0, 
改写 为 糯 式 方程 如 下 


委 四 


人 Av+ By+ Cr+D.., 
其 中 正 负 号 的 选取 使 得 与 了 D 蜡 号 , 当 DD ==0 时 ,符号 任意 选取 . 
从 上 容易 看 出 ,点 (x0o, 和 ,20) 到 平面 Ax + By -Cz 十 放 二 0 的 
了 用 离 实际 上 是 把 (x6o;Y6,z0) 上 代入 平面 的 甘 式 方程 的 左 端 所 得 的 绝 
对 值 ， 即 
[Axzot+ Byot Usot+ BD| 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
3 At B+ 
例 2 平面 4 人 (7z+Yy+25+2)+A37 二 4 一 23) 一 0， 如 各 
过 全 下列 案件 , 谍 决 定 央 数 4 与 4s 的 比值 ， 
《1) 在 2 轴 上 的 截 中 为 1; (2) 平行 于 7* 轴 ; (3) 离 原点 的 距 
离 为 二 
解 ” 把 平面 方程 政 写成 
《4 3 AayT+ A+ A)Yy + (2 Ail—2 A12)Z2 十 2 1 一。 
(1) 平面 在 * 辐 上 截 距 为 1， 即 它 通 过 点 (0,0,1)， 由 此 得 
A1:As=1:2, . 
(2) 平面 平行 于 XX 轴 ， 那 么 方程 中 3 的 系数 为 零 ， 所 以 得 
A1’: As=—3:1) 


(3) 平面 离 原 点 的 距离 为 元 ， 内 点 到 平面 的 距离 公式 得 


12 21| _1 
VATS HA) tA+AD) + 2 A m2 7) 2 
阳 5 邓 一 7 A2=0, 
所 以 jh-3Y7 5 或 jn 一 Y7ITW 5. 
例 3 试 求 通过 点 并 ( 一 1,0,4) 稚 直 于 平面 3X 一 4 y+ 一 


10=0, 且 与 家 线 11 王 一 一 了 了 一 妆 平 行 的 平面 方程 ， 


。100 * 


解法 一 ”由 题 意 知 , 所 求 平面 平行 于 已 知 平 面 x 的 东 向 其 n= 
13, 一 4,1} 与 直线 1 的 方 呵 隆重 2 一 43,1,23} ,显然 及 办 ,因此 n 与 
v 是 所 求 平面 的 两 个 方位 向 量 , 于 是 所 求 平面 的 点 位 式 方程 为 
十] ¥ 有 一 并 


3 二 间 一 9 训 二 及 3 二 们 ， 
解法 二 ”所 求 平面 过 点 (一 1,0,4) ,可 设 它 的 方程 为 
Atw+1}+Byt+C(s—4)}=0, 
因为 它 焉 家 于 平面 与 平行 于 直线 1, 所 以 有 
和 
3 A+B+20=0. 


解 得 


4B:0=| 1 ,| i 
——9:(—8):15=3:1:(—5). 
于 是 所 求 平面 方程 为 
3(T1)+Yy 一 5 人 2 一 4 一 0- 
让 3TTY--b2+23==0. 


5 x—y—2=0 
例 4 求 过 点 Mo (1,1,1) 且 与 直线 1， {so。 垂直 


解法 一 “已 知 直线 ! 有 方向 向 县 o={| 一 | ,| ,| 
15 一 


1 |] = 341,2;3), 且 过 原点 0 ,的 对 称 式 方程 为 二 = 豆 = 吾 ， 


由 题 意 可 知 ,所 求 直 线 可 以 看 作 以 下 两 平面 x! 和 rs 的 交 线 ， 
其 中 ri 是 通过 已 知 点 开 e， 上 和 鲁 吝 子 已 知 直线 了 的 平面 。 显然 mr 
有 话 秽 量 mo=t1,2;3, 所 以 的 方程 为 

{ 由 一 17 -2 一 1 十 373 一 1 一 0， 
请 市 十 2Y 二 8 二 一 有 一 让 ; 
ra 是 通过 已 知 点 型 和 已 知 吉 线 7 的 平 国 ， 因 rs 有 方位 向 量 
0 一 {1;1,1) 与 v={1,2,3}, 从 而 72 的 方程 为 


1 1 1 =0, 
1 2 3 
即 T—2y+2 0 


于 是 所 或 真 绕 方 程 为 
人 
出 一 和 YY 十 名 一 虫 ， 
解法 二 国 为 所 求 直线 通过 点 型 0 (1;,1,1)， 所 到 本 设 它 的 方 
程 为 


这 直线 冬衣 于 已 知 直 线 i ,所 以 有 

革 十 2 了 +32=0， {1) 
又 因 所 求 直线 与 已 知 直 线 [相交 ,它们 一 定 共 面 ;所 以 这 两 直线 的 
方向 疝 量 与 向 晤 0M 共 面 , 关 此 有 


及 了 
1 2 3 |=8, 
1 1 1 
助 . 太一 2 了 十 六 二 人 0， C2) 


* i102 9 


由 (1),(2) 两 式 得 证: 了 :2 二 4:1:( 一 2)， 
所 以 所 或 直线 为 


机 一 工 光一 了 _ zl1 


4 1 一 2 
注意 ， 在 解法 二 中 只 用 了 所 求 直 线 与 已 知 直线 性 直 和 共 面 的 
条 件 , 显 然 间 一 平 硬 上 稚 直 的 两 直线 必定 相交 . 
解法 三 ”党 求 出 道 过 已 知 点 到。 且 垂 直 于 已 知 直线 前 平面 ri 
(见解 法 一 ) 与 已 知 直 线 的 交点 ， 由 于 已 知 直 线 的 参数 方程 为 


代入 zi 的 方程 ， 解 得 t= 地 ， 因 此 平面 m 和 已 知 直线 交点 为 


， 
3 (六 ， 人 于， 号) 所 求 直线 就 是 通过 两 点 开 6， Mi 的 直线 ,其 广 


程 为 


了 1 了 一 了 1 
三 Tl Yl1.. ?~1 


读者 可 以 验证 解法 -和 解法 二 中 所 得 直线 方程 确 是 表示 同一 
条 直线 . / 

注 在 求 空间 直线 与 平面 方程 时 ， 如 果 读 者 对 于 立体 几何 里 
一 些 基本 命题 能 熟 综 运用 的 话 ， 往 往 可 以 根据 这 些 命题 直接 导出 
所 求 直 线 或 平面 的 方程 , 例 3 和 例 4 的 解法 ~ 就 是 这 样 , 如 时 直接 
导出 方程 有 困难 ， 党 可 以 像 俩 3 和 例 4 的 解法 二 那样 用 待定 系数 
法 

例 5 求 点 对 (3, 一 2,6) 在 直线 1 一世 二 一人 上 
的 射影 。 


解法 一 ”因为 过 点 六 (3, 一 2, 6) 且 与 已 知 直线 工 雅 直 的 平面 
x 和 已 知 直线 ? 的 安 点 , 即 为 所 求 的 射影 ,而 平面 x* 的 方 各 为 
{一 3) 十 3 《y 十 之 二 2 {2 一 6}) 二 0， 


即 XT-3y+22—9=0. (3) 
把 直线 1 的 方程 改写 成 参数 式 得 
二 1 十 #， 
ya (4) 
2--372¢, 
由 (3) ,(4) 解 得 
:4. 

4 ， 11 _2 
代入 (4) 得 点 取 (3， 一 2,6) 在 已 知 直线 ! 上 的 射影 为 点 ( -站 一人， 
2 
路 


解法 二 ” 设 所 求 的 射影 为 点 肛 0( wo;:y0;20), 将 已 知 直线 二 的 
方程 改写 成 参数 式 得 
二 1 十 4， 
{y= 


433 二 2t， 
那么 有 to—=1+#, yo=—2+3t,20=3t+2{, (5) 
从而 MM {1—2,3¢,2 1—3), 
出 题 瘟 知 MM Lv{l,34,2}, 
所 以 (£1—2)+3x3f+2(21—3)=0, 
于 是 4 = 了 了， 
、 得 所 3 ff 2 29 
代入 (5) 得 所 求 的 射影 为 点 Mu( 了 4 ,一 全 加) 


例 6 设 三 平面 的 方程 为 
昌 和 站 各 二 


NI Ty+2 1—=0, 
Ny Ty+22—3=0, 
Ny: SE—y+A+LE=0, 
试 求 满 足下 到 条 件 的 4,5 的 慎 ，(1》 三 平面 交 于 一 点 ; (2) 三平 
面 通 过 同一 直线 ;(3) 三 平面 无 公共 点 . 
解法 一 ”显然 无 论 4,4 取 怎 样 的 实数 ， 三 平面 的 法 向 量 都 不 
共 线 ,因而 它们 总 是 两 两 相 闯 的 . 
设 7 为 平面 r 和 zs 的 交 线 ,可 求 得 工 的 对 称 式 方程 为 
芋 _ 了 一 上 .3 一 入 


1 3 了 

这 直线 过 点 好 of0,1,4) ,方向 向 量 为 vz 一 ,3,7), 而 平面 rs 的 法 
向 量 为 ns 一 {3, 一 1,4}. 

{1》 三 平面 交 于 一 点 ;就 是 1 与 x 相交 ,其 充 要 条 件 为 vn;， 
或 pnma 天 0, 即 4 关 0. 

(2) 三 平面 通过 同一 直线 ， 就 是 在 xs 上 ， 黄 充 要 条 件 是 
na 旦 开 Er 由 此 得 4 一 0,4=1 

(3) 三 乎 面 无 公共 点 (两 两 相交 成 三 条 平行 直线 )， 就 是 1 和 
rs 平行 ,其 充 要 条 件 是 vLna, 且 对 uxw3， 由 中 得 40,11, 

解法 二 《1) 三 平面 交 于 一 点 ， 就 是 由 它们 的 方程 组 成 的 三 
元 一 次 方程 组 有 唯一 解 , 从 代数 上 知道 ,其 充 要 条 件 是 


2 一 3 1 
A=) 1 一 和 2 |#0, 
3 一 1 1 


有 即 4 涛 0. 

《2) 三 平面 通过 同一 直线 , 由 (1) 知 必 有 4=0, 且 ms 略 于 以 
xlyza 的 交 线 ! 为 轴 的 平面 束 , 因 此 有 

Sr—y a=al2r—3y7T2—1)+B(tr—5Yy+22—3), 
由 此 得 «二 2, 二 一 1, 4 二 1, 即 三 平面 通过 同一 直线 的 充 要 条 件 


* 00* 


为 A 二 0,H=1: 
(3) 由 届 ) 与 (2} 知 ,三 平面 无 公共 点 的 充 要 笨 件 =0,4 天 1. 


五 、 自 我 再 验 题 


1. 填空 是 

(1) 通过 点 (a,5,6) 且 与 y0z 坐标 面 平行 的 平面 方程 为 。 _ 
| 

(2) 通过 点 (a,5,c) 和 < 辅 的 平面 方程 为 

(3) 通过 点 (4, 7,5) 且 在 三 坐标 轴 上 截 距 相等 的 平面 方程 


a 
3 


为 ; 

《4 漠 EE sm Ta Yb 0 

} 过 两 平行 直线 XT i 

的 平面 方程 为 

(5》 通过 原点 号 点 M10(3,0,5) 的 前 线 的 对 称 式 方程 为 
_ ,参数 方程 为 射影 式 方 程 为 

(6) 通过 点 (a,0 0) 各 让 于 直线 1 这 一 上 一 二 ， 平 生平 
面 x: AT+By+Cz+D 一 0 (14x) 的 直线 方程 为 

(7) 直线 也 二 一 了 一 一 各 直 于 4 轴 的 充 要 条 件 是 
_ ,和 zx 辐 重 合 的 充 要 条 件 是 


(8) 次 线 二 一 盖 一 人 与 平面 3z 一 -y 士 254=0 的 洋 
角 为 。 ,交点 为 
全 一 
人 试 写 山 直线 人 ，。 ,和 平面 4z+ By 十 C2+ 厂 一 0 衫 


一 PT 
交 ,平行 与 重合 的 充 时 条 作 
引 、 试 证 两 查 钱 


了 


一 1dat T= a dt 
| 一 和 pof 与 (yb: bt 
3 一 CI 十 如 2 之 一 加 十 所 让 
相交 ,并 求 交 点 你 标 。 其 中 a1: Bi: 0192: 832152, 
4， 设 一 直线 通过 点 Mo (1, 3, 5) 且 与 2 轴 相 交 ， 又 与 平面 


3yY+T2yYy+2+1=0 平 行 , 求 这 直线 方程 . 


入、 求 原点 0 关于 已 知 直线 !， 了 了 一生 二 2 的 对 称 
点 ， 

和 ， 求 两 相交 直线 之 一半 = 子 与 14， 定 = 避 = 工 的 交 多 
平分 线 的 方程 . 


下 十 2 


7、 未 通过 两 异 面 直线 二 1 二 = 亲 = 一 ,一 一 


瑟 一 了 
1 


程 。 


向 公 王 线 且 和 平面 z 一 4Y 一 8 2 12 一 0 组 成 二 角 的 平面 方 
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第 七 章 特殊 曲面 


这 一 章 介 绍 了 四 种 特殊 曲面 , 即 球面 、. 柱 面 . 锥 面 与 旋转 曲面 ， 
根据 这 些 曲 面 的 几 人 向 特征 ,导出 了 它们 的 方程 ,并 讨论 了 这 些 曲 面 
方程 的 一 些 特 征 性 质 ， 本 章 内 容 可 分 为 下 列 三 个 单元 ， 

第 一 弟 元 ， 球面 ; 即 苑 烤 的 $7,1。 这 一 单元 指出 了 球面 方程 
的 特征 ,并 介绍 了 空间 中 贺 的 方程 . 

第 二 单元 ， 柱 面 与 锥 面 , 即 教材 的 87-2 与 $7.3。 这 一 单元 
从 柱 面 . 锥 面 的 几何 定 交 出发, 虹 出 了 这 两 种 曲面 的 方程 ， 并 讨论 
了 母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 的 特征 . 

第 三 单元 ， 旋 转 曲 画 ， 即 教材 的 87.4, 本 单元 介绍 了 求 旋 转 
曲面 方程 的 一 般 方 法 ,并 讨论 了 母线 为 坐标 面 上 的 曲线 ,以 坐标 轴 
为 旋转 轴 的 旋转 曲面 方程 的 特征 ， 

二 、 学 习 要 求 

1. 能 根据 克 定 球面 或 空间 中 图 的 几何 条 手写 出 它们 的 方 
程 . 

2. 掌 提 求 柱 面 , 锥 面 , 旋 转 曲 面 方程 的 一 般 方 法 与 步骤 . 

3。 能 识别 母线 平行 于 坐标 思 的 柱 面 方程 和 以 坐标 轴 为 旋转 
轴 的 旋转 和 曲面 的 上 方程 ,并 上 能 从 方程 认识 曲面 的 天 臻 形状 ， 
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兰 、 学 习 辅导 


1。 球面 
1) 球面 方程 
球面 的 定义 类 人 妃 于 平面 上 阁 的 定义 ,球面 方 程 的 形式 与 特征 
和 平面 上 加 的 方程 相 类 似 ， 在 研究 球面 方程 时 应 经 常 与 平面 上 贺 
的 方程 进行 对 照 和 比较 . 
2) 空间 中 国 的 方程 
空 闻 中 的 贺 作 为 空间 曲线 ， 要 用 通过 它 的 两 个 曲面 的 方程 联 
立 表 示 。， 为 方便 起 见 , 通 常 把 它 看 作 是 一 个 球面 与 平面 的 交 线 , 因 
而 空间 中 罚 的 方 丢 常 表示 为 
人 
二 入 十 By+tst 下 一 中 
的 形式 ， 甚 中 第 二 式 契 圆 所 在 的 平面 方程 , 它 征 唯一 确定 的 :而 第 
一 忒 是 通过 这 辐 的 球面 方程 ,; 它 不 是 趴 一 的 ， 


例如 ,将 直线 4， 一 -全 一 一 村 外 的 一 点 对 (2,4,1) 缠 址 


线 旋转 一 局 所 得 的 图， 可 以 看 成 是 以 直线 工 上 的 点 晶 以 1 一 2.0) 
为 中 心 ,| 强 , 避 | 二 VY 38 为 半径 的 球面 
(x—1)+{(y+2):+22—=38, 
与 过 点 了 Y(2,4,1) 有 明 惟 直 于 直线 1 的 平面 
2(x 一 2 + (y—4}t3(s—1)=0, 
让 24TT9+3ag 一 11 一 0 
的 变 钱 ,所 以 这 个 加 的 方程 为 
人 人 十 2) 22 一 38， 
323 十 Yy 十 35 一 1 一 0， 
因为 通过 这 个 贺 的 球面 有 无 数 多 ,直线 上 上 的 任意 定点 都 可 


和 了 站 号 * 


以 作为 球 心 ， 例 如 取 1 上 的 点 义 (5,0,6) 作为 球 心 ，[W 立 | = 
YY 50 为 半径 的 球面 
(rm-—5) y+t(2—6)=50 
也 通过 这 个 图 , 议 此 这 圆 的 方程 又 可 写 为 
人 ya—6) = 50， 
24+y+32—1l1=0, 


2， 柱 面 与 锥 面 


1) 推导 往 面 与 锥 面 方程 的 一 般 方 潜 

柱 面 与 锥 面 都 是 定义 为 空间 一 族 直 线 的 轨迹 ， 柱 面 定义 为 与 
空间 定 曲 线 ( 维 线 ) 相 交 , 且 具有 定 方 向 的 一 族 平行 直线 的 轨迹 ,而 
锥 面 定义 为 过 定点 (顶点 ) 且 与 空间 定 有 曲线 ( 淮 线 ) 相 交 的 一 族 直 线 
的 扫 迹 。 轩 而 求 柱 面 与 锥 面 方 程 的 方法 也 是 一 致 的 、 推 导 柱 面 施 
程 的 步骤 区 下: 


Fr ss) 一 习 
1° 写 出 过 往 面 准 线 {9 上 任意 一 点 (x1s91s20 
A 
的 母线 方程 
TIT YT ?2 
TT 一 一 Zk (1) 


其 中 政 : 了 :2 是 已 知 的 定 方向 , 即 母 线 的 方向 。 
2” 写 出 参数 ?ysl 的 约束 条 件 


[0 (2) 
Faris yi 21) = 0. 
3” 由 (I) 与 (2) 消 去 套数 zz1,y1,z1 就 得 所 求 的 性 面 方程 ， 
对 于 煞 面 来 说 ,推导 它 的 方程 步骤 录 下 ， 
Pag Ci | 一 
1° 写 出 过 淮 线 [7 7， 上 的 任意 点 (zt yi20) 的 本 
线 方程 EE a 


后 
二 1 一 光 Yi Yo 1 £0 


-Ti = 


若 中 (xo,yY0,20) 为 已 知 的 定 版 ; 即 锥 面 的 顶点 . 
2” 写 出 参数 gt,y,，2 的 约 东 条 件 
站 
下 站 证 11 二 用， 
3” 由 (1 站 与 人 2 消去 参数 xyiysl 鸡 得 所 求 的 锥 面 方程 . 
比较 上 面 扒 导 桂 面 与 锥 面 方程 的 一 般 方 法 ,读者 不 难 发 现 , 它 
们 是 完全 一 至 的. 
这 里 还 要 说 明 几 点 ， 
i 由 于 (ws,91,21) 是 淮 线 上 任意 一 点 ,因此 方程 (1) 芒 (1 中 
的 xy1 2 不 是 定 值 , 它 是 满足 约束 条 件 (3) 或 (2 个 的 任意 常数 
( 即 参 数 )。 当 参数 zi:yi:21 的 和 值 取 定 后 ,( 卫 或 (1 表示 柱 面 或 锥 
面 的 一 条 确定 的 直 和 母线 , 当 zy4 3 到 秆 满足 (2 或 (2 所 有 可 能 
的 值 时 ，(1) 或 41) 就 表示 全 体 真 母线 ， 因而 在 约束 条 件 (2) 或 
(2 站 之 下 的 方程 (1) 或 (1') 是 柱 面 或 锥 面 的 直 母 线 族 方程 ， 
ii) 消 参 数 的 方法 , 根据 具体 情况 而 定 , 道 常 可 以 鞠 令 表示 
(了 或 (I) 中 的 公共 比值 ,然后 解 出 zi;y1;z1。 比如 岂 (10) 可 以 解 
得 


(2) 


FiO—= Eo— EE, YI—y— Yi, 21=2— Zi. (3) 
再 把 (3) 代 入 约束 条 件 (2) ,得 
Flor— Ki, y—Yt, 2 Zt}=:0, 
(po xe vy—Yt, 2— Zi)=0. (4) 
(4) 中 只 有 一 个 参数 二 从 (D 中 的 两 个 方程 消去 这 个 参数 得 到 的 
甘于 +，yYy， zs 的 方程 ， 就 是 所 求 的 柱 面 方程 在 求 锥 面 方程 的 过 
程 中 ,一 般 也 可 以 用 上 上 耐 团 祥 的 方法 来 消 参数 ， 
iii) 对 于 一 些 特殊 情况 下 的 杜 面 与 锥 面 , 挫 导 它 们 的 方程 不 
一 定 用 这 种 一 般 的 方法 ,可 以 用 特 荡 的 方法 ， 因为 在 这 了 时, 特殊 的 
方法 着 往 比较 简便 ， 例 如 诈 充 题 中 的 倪 3 与 例 8 的 解法 二 . 
2) 母线 平行 于 耸 标 轴 的 柱 面 方程 的 特征 


中 iis* 


因为 往 面 前 准 痉 厅 是 唯一 的 ， 比 是 在 柱 面 上 且 与 每 一 条 母线 
都 相 变 的 曲线 都 可 纪 作 为 柱 面 的 崔 钱 ， 记 以 母线 平行 于 > 畏 的 三 
面 ; 总 可 以 用 它 与 4Oy 坐标 面 的 交 线 作为 谁 线 , 这 是 一 条 在 YO0y 
坐标 面 上 的 曲线 ,因此 总 可 以 表示 为 

人 
名 一 候 。 

定理 7,2.1 指出 , 这 时 的 柱 面 方程 为 下 (zy)=0， 它 的 特征 
是 不 含 变数 z。 对 于 母线 平行 于 其 他 坐标 轴 的 柱 面 ， 世 有 类似 的 
结论 . 

反 过 来 , 一 个 方程 如 果 缺 少 某 一 变数 , 那么 它 表示 一 个 柱 面 ， 
这 柱 面 的 母线 平行 于 所 扇 变数 同名 的 坐标 轴 ， 

必须 注意 , 有 茶 个 变数 不 出 现 的 曲面 方程 , 倪 如 Flx,y)= 人 0 
在 空间 是 表示 母线 平行 于 * 辅 的 往 面 ,但 它 在 x0Y 法 标 面 上 却 表 
示 一 条 曲线 , 而 且 由 定理 7.2.1 知道 , 这 曲 弘 就 是 柱 面 在 OOy 坐 
标 面 上 的 准 线 。 因 此 ,对 方程 F(z ,y)==0 所 代 央 的 平面 图 形 如 时 
能 认识 的 话 ， 那 么 这 方程 记 代 表 的 空间 图 形 了 世 就 可 以 知道 了 ，. 例 


rz 
他。 


Ea Ea _” 2 一 项 
如 ,方程 要 十条 -=1 瑟 一条 一 1 和 一 2 pz 的 平面 图 形 分 别 是 


x0y 坐标 面 上 的 补 闸 . 双 曲 线 和 捉 牧 线 , 从 而 知 遵 它们 的 空间 图 形 
就 是 以 这 些 精 圆 , 双 曲线 , 搜 物 线 为 准 线 , 母 线 平行 于 = 轴 的 柱 面 . 
总 之 ,对手 这 种 有 某 个 变数 不 出 现 的 方程 ， 必 须 首 先 区 分 它 所 代 
表 的 是 空间 揪 形 还 是 平面 图 形 ， 同 时 还 必须 认识 同一 方程 所 表示 
的 两 种 图 形 之 间 的 关系 ,从 而 可 以 从 平面 图 形 去 认识 空间 图 形 , 例 
如 ,方程 y= sinz 的 平面 图 形 是 xOy 坐标 面 上 的 正 芒 曲线 ,从 而 知 
道 它 的 空间 图 形 就 是 以 这 条 正 续 曲线 为 准 线 ， 和 母线 平行 于 z 辅 的 
柱 面 ， 川 做 正 荡 划 面 ， 

3) 空间 曲线 对 坐标 馈 的 射影 柱 面 

正 是 由 于 母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 的 图 形容 易 认 识 ， 辐 
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而 如 果 把 空间 曲线 用 它 在 两 个 公款 面 土 的 射影 往 面 方程 夷 表示 ， 

那么 这 曲线 的 形状 也 就 比较 容易 认识 了 .例如 ,从 空间 曲线 的 方程 
六 
2 wi 2 Y2 二 25， 

中 分 别 消 汉 3 与 > .就 得 到 这 条 曲线 对 xOy 绎 标 面 与 y02 坐标 面 

的 射影 柱 面 方程 * 十 六 一 2 与 4 二 1, 用 它们 来 表示 这 条 曲线 就 是 

他 二 #2 二 2， 


部 -一 
Er 


因此 这 条 划 线 可 以 看 成 母线 平行 于 2 轴 的 圆柱 面 与 自家 于 这 轿 柱 
面 母 线 和 的 平面 徇 交 线 ,显然 它 是 一 个 圆 。 
4) 章 次 方程 与 锥 面 

一 个 关于 gr ,yz 的 齐 次 方程 ， 它 的 图 形 是 以 原点 为 顶点 的 一 
个 和 外面 ; 一 个 关于 一 0, YY 一 yo 2 一 20 的 章 次 方程 的 图 形 是 雇 
(zosY0s80) 为 顶点 的 欠 面 。 例 如 方程 

省 让 于 和 尾村 省 一 站 

与 Tey +a) tty a=0 
的 图 形 分 别 是 以 原点 (0,0,0) 与 以 点 (0, 一 6, 仆 为 硕 点 的 锥 面 ， 


3。 旋转 曲 面 


旋转 曲面 由 它 的 母线 与 旋转 轴 唯 -一 玛 定 ， 但 是 母线 并 不 是 唯 
一 的 ,特别 是 通过 旋转 办 ,并 以 这 轴 为 界 的 任 一 个 半 平 面 与 旋转 曲 
面 的 交 线 ( 即 经 钱 ) 都 可 以 作为 生成 旋转 曲面 的 母线 .例如 以 y 轴 
为 旋转 畏 的 旋转 曲面 ,总 可 以 用 它 与 ys 上 坐标 面 的 交 线 

人 
省 二 性。 
作为 生成 它 的 母线 ， 

教材 中 的 定理 7.4.1 指出 了 以 求 标 面 上 的 曲线 为 母线 ， 华 标 

加 为 族 转 轴 的 旋转 曲面 方程 的 特征 。 例 如 ,将 曲线 


二 了 了 


{0 
一 和 ， 
绕 y 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 方程 为 
Fly,+ yxi+2)=0, 
绕 + 轴 族 轴 所 生成 的 旋转 曲面 方程 为 
Fl+Y r+Yy,2)=0. 
对 于 其 他 坐标 面 上 的 曲线 比 它 所 在 的 坐标 面 上 的 坐标 加 旋 转 
所 生成 的 旋转 其 面 ,也 有 类 侯 的 结论 ， 
对 于 一 般 情 况 下 的 旋转 曲面 ， 可 以 拒 它 看 成 是 记 有 绊 贺 的 集 
会, 在 建立 一 般 旋转 曙 耐 方程 时 ,关键 就 是 写 出 绪 圆 族 的 方程 


iF (ry,2)—=0; 


设 旋转 曲面 的 母线 为 | (。，，。)_0 旋转 轴 为 ”去 “一 


一 二 ,建立 施 转 蝎 面 方程 的 步 台 和 建立 柱 面 . 锥 曾 广 


程 的 步骤 是 类 但 的 , 它 的 步 骏 是 
1” 起 出 过 母线 上 任意 一 点 (48tyiyz) 的 绊 图 方程 
和 
(tro) ty yo) + (e200) (v1 vo) + (yi Yo) 
+ {ez0), (5) 
2” 号 出 参数 xi,yi'zl 的 约束 条 件 
和 《6) 
2 wi 1 21) = 0, 
3” 由 (5),(6) 消 去 参数 rt,ylsl 就 得 所 求证 转 曲 面 的 方 
程 . 
《5 中 的 zl,y1)s1 是 注 足 约 东 条 件 (6) 的 任意 常数 ( 即 参数 )， 
朵 而 在 约束 条 件 (6) 之 下 的 方程 45) 就 是 旋转 则 面 的 纬 大 族 方程 
我 们 看 到 ,建立 柱 面 , 锥 面 , 旋转 曲面 方程 的 方 疲 步 双 是 统一 
的 ,下 先 写 出 含有 参数 x,,Y1,21 的 母线 族 或 纬 癌 读 的 方程 


* 1]4.. 


和 
to (7) 
写 出 参数 约束 儿 促 
PCE y1 21) = 
Le (8) 


热 后 由 (7), (8) 消 去 全数 si, yi,31 就 得 所 求 昌 面 方程 . 

消 参 数 的 方法 郁 要 根据 有 具 全 问 题 而 定 ， 共 本 方法 是 先 从 (7)， 
(9) 中 其 两 式 中 解 出 菜 两 个 参数 ,然后 代入 其 余 两 式 ， 再 从 这 工 武 
销 去 最 后 一 个 参数 ;也 可 以 先 拓 (7)， (的 中 某 三 式 解 出 ri,yisi， 
再 代入 另外 一 个 式 子 , 即 得 所 求 晶 面 方程 。 


六 如 ,空间 曲线 | 。 ，，_， 绕 = 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲 曾 的 


y= 一 了 
纬 圆 族 方程 为 
人 93 
2 一 21， (19) 
这 里 (f1,y1,51) 是 长 级 上 的 任意 点 ; 国 此 有 
人 (11) 
十 3 二 1， {12) 
上 (C10) ,(12) 解 出 参数 z1,71, 得 
和 二 名 31 一 立 W 1 yi [3 
63) 代 入 (9) ,得 
4 十 入 一 二 (14) 


{14) 中 已 经 不 再 含有 参数 ,因此 方程 5 十 y*==1 就 是 所 求 的 方程 ， 
但 男 一 方 计 将 (13) 代 入 (11) 得 
. 2 一 1 一 Yiy 
抽出 (12) 知 
1 一 4 二 分 1 
所 以 = 的 取 慎 范 置 足 0 过 z<1, 因 此 旋转 曲面 的 方程 定 
115 a 


T+y2=1, (O21), 
它 考 示 图 往 的 一 部 分 ， 


四 、 社 充 例 题 


全 1 试 求 空 间 贺 
人 
3 册 十 YY 一 23 十 3 一 D， 
的 攻心 与 半径 . 
解 ”这 里 所 求 的 圆心 ,就 是 从 球 心 (一 1,2,3) 到 平面 2x+y 
一 24 十 3 二 0 所 引 重 线 的 算 足 ,由 于 这 答 线 的 参数 方程 为 
二 一 1] 十 2 ££， 
1 2 十 二 ， C1)} 
二 3 一 -2t， 
把 它 代入 玉 面 方程 
2T1Ty—28+3=0, 
解 得 4 = 到 ， 
代入 人 1) 得 圆 尼 的 坐标 为 


7 
To ~ + 2 一 本， 


所 以 所 求 空间 圆 的 圆心 为 (一 二 ， 卫 ， 卫 )， 
根据 食 股 定理 , 志 求 贺 兴 径 的 平方 等 了 于 球面 半径 平方 与 球 心 
到 圆 所 在 平面 的 距离 平方 之 差 , 而 球 必 (一 1，2，3) 到 轿 所 在 平面 
2 了 yy 一 22+3=-0 的 距离 为 
|2 关 (一 1 十 2 一 2X3 二 3 
VY 3 至 上 一 2 和 2 
球面 的 半径 瓦 =3, 所 以 所 求 丙 的 半径 为 
r=y Rid 一 19 一 上 一 2 2 


一 工 ， 


例 2 求 准 线 为 


县 母线 平行 于 # 轴 的 柱 血 方程 ， 
解法 一 设 (w1,y1; 31) 为 淮 线 上 任意 一 点 ， 过 这 点 的 母线 方 
程 为 


TT 六 一 站 1 
tt ~ 0 1 3? (2) 
其 中 zy 31 未 满足 条 伯 
本 yi 21 
1 4 (3) 
F199， 


由 (2 ) 和 ( 3) 的 第 二 泪 得 各 二 二 YY 加 二 3 代入 (3) 的 第 一 
式 得 
x 一 站 


人 


这 就 是 所 求 往 面 方程 , 它 是 一 个 双 曲 柱 面 ， 
解法 二 ” 准 线 方程 经 过 同 解 变形 可 以 号 成 


8 

一 各， 

上 式 表明 已 知 准 线 可 以 看 作 是 母线 平行 于 z 轴 的 双 有 曲 柱 面 
?一 和 = 1 和 平面 z= 3 的 交 线 , 因 此 所 求 柱 面 就 是 双 曲 柱 面 


例 3 已 知 圆柱 面 的 准 线 是 过 三 点 At1,0,0), B(0，1,，0)， 
C040,0,1) 的 圆 , 母 线 牌 直 于 过 这 三 点 记 在 的 平面 ， 求 这 较 柱 面 的 
方程 。 


”17s 


解法 一 ”上 先 写 出 准 线 方程 与 母线 方向 ， 由 是 意 知 ， 这 难 线 轩 
可 以 看 作 是 过 三 点 4, B ,0 的 平 而 和 过 这 三 点 的 球面 的 交 线 ， 为 
确定 这 样 的 球面 方程 ， 订 以 取 与 已 知 三 点 符 距 离 的 原点 为 球 心 . 


于 是 这 球面 方程 为 
二 YY 十 2 于 1， 
过 已 知 寺 点 的 平面 为 
+ y+2—= 4， 
因此 准 线 圈 的 方程 为 


YT 十 和 十 22 一 1， 
(2 1. 
所 求 图 柱 面 的 母线 重 直 于 圆 渡 在 的 平 耐 ， 所 以 苹 线 的 方向 向 晤 为 
D=t{1,1,1}. 
因此 过 谁 线 土 任意 一 点 (zyiyzi) 的 母线 为 


FI yt(=), (4)} 
且 
全 十 和 1 十 2 一， (8) 
Tit Yit2= 1, 
由 () 和 解 归 #1; 21; 再 代入 (5), 得 
Cr ye 下 ， 
人 和 i， (6) 


从 (6) 交 第 二 式 解 出 纪 代 和 (63 的 第 -- 式 .得 


A 3 +- , — 3 
(= 一 全 二 二 +(y 一 全 | 2 ~) 


化 泣 整 理 得 
10 
这 陨 是 所 求 国 和 柱 面 的 方程 ， 


得 


a Ti * 


解法 二 ”加 柱 面 是 一 种 特殊 的 柱 面 , 它 可 以 看 作 是 到 加 柱 轴 
线 的 距离 相等 的 点 的 各 迹 ， 这 距离 是 圈 柱 面 的 平 径 。 因 此 如 果 知 
道 图 柱 面 的 辅 和 贺 往 面 的 半径 ， 就 可 以 求 出 加 柱 面 的 方程 ， 

在 本 题 中 ,根据 解 歧 一 中 所 求 淮 线 加 方程 可 以 知道 , 疯 柱 的 和 
线 就 是 球 4?+y? 洁 z= 工 的 球 心 0(0;0;0) 到 平面 +y 二 2 一 
的 垂 线 。 这 条 垂 线 通 过 原点 O ,上 且 具有 方向 向 量 "= {1,1, 1}， 图 
柱 面 的 半径 7 就 是 点 4(1,0,0) 到 辅 的 距离 ， 血 点 到 直线 的 距离 
公式 得 


一 -学 ， _ 
_ DAA xo| -Lb D2 
y 一 -一 一 一 一 -人 

jj V3 3 


点 导 (x*，y，z) 在 圆柱 面 上 的 充 要 条 件 是 点 导 到 轴线 的 距离 等 于 


2 


EE 懂 
TO 入 xl| /2 
回 y 3? 
> 
因为 OM=i+,Y, 2 }， v={1,1,1}, 
所 以 


TY 3 
于 是 化 简 得 所 求 国 柱 面 上 方 泾 为 
(Cy 一 22 + (gem— r+(r- y= 2, 
只 [ 110 
例 4 已 知 锥 面 的 顶点 是 原点 , 准 线 方 程 是 
上 一 0， 
2—k, ‘RG 


VU ty 


求 锥 面 方程 . 
解 ” 设 六 (x,y1,81) 是 锥 而 上 任 一 点 ;那么 过 抬 并 1 的 母线 


* Ii9* 


为 


$Y 


ty 《7 ) 
由 于 点 Jii6zryi5s 在 准 线 上 ,所 以 有 
人 (8) 
1 一 下 
由 《7 7) 及 (8 ) 的 第 二 式 得 
“i= yi 一 -党 ， (9) 
(9) 代 入 (8) 的 第 一 式 得 
Rk KR 
i( YY )=0. 
这 就 是 所 求 的 锥 面 方 程 , 它 是 一 个 关于 你 ，# ，z 的 齐 次 方程 . 
注 同 再 ,顶点 是 原点 ， 准 线 是 [5 “的 锥 面 方程 是 


8 (， 名 -)=0, 项 点 是 原点 ， 淮 线 是 [中 ”的 锥 面 方 


程 是 天 (一 gy =0. 


根据 例 4 的 结论 ,容易 直接 写 卉 顶点 在 尿 点 , 堆 线 为 毛 图 


vy 
Ca 二 |， 


z 一 尺 ， 
的 欠 面 方程 为 
已 CC) 
a , 
即 委 小 折 一 所 一 0， (10) 
又 如 顶点 为 原点 , 淮 线 为 双 曲 线 
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的 锥 面 方程 为 
010) 与 (11) 的 图 形 都 是 二 次 锥 面 . 
例 5 已 知 两 相交 直线 Diz=y=2 与 12: 六 = 一 一 字 ， 斌 


求 以 直线 为 轴 , 且 通过 直线 i; 的 同色 面 的 方程 . 
解法 一 ”本题 中 没有 直接 给 出 锥 面 的 顶点 和 淮 线 方程 ， 不 难 

知道 , 锥 而 顶点 就 是 直线 王 与 2 的 交点 , 即 坐 标 原 点 口 ， 在 且 线 产 
上 任 取 一 点 ,例如 取 点 4(2, 一 1 2)， 过 点 骨 且 垂直 于 轴 的 平面 和 
圆锥 面 的 交 线 是 一 个 圆 , 这 图 就 是 一 条 准 线 ,因为 这 个 圆 葡 可 以 看 
成 以 原 感 0 为 中 心 ，| 0 4 | 二 3 为 半径 的 球面 与 过 上 氮 44 且 垂直 
于 赂 锥 面 的 轴线 的 平面 的 交 钱 ， 所 以 它 的 方程 可 以 家 示 成 

(9 

站 十 外 十 三 一 一 0 

于 是 过 这 准 线 上 任意 一 点 (ri,yl5210) 的 母线 方程 为 

一 二 一 一 一， (12) 


有 上 且 2 ,#1;z1 满 足 条 件 
人 (13) 
1 十 2 一 3 二 站 
从 (12), 《13) 消 去 参数 ziyyiy2iy 证 得 到 所 求 圆锥 面 的 方程 为 
站 十 六 名 十 3 省 一 必 - 
解法 二 ”因为 圆锥 面 的 母线 和 辅 相交 成 等 和 ， 由 此 得 第 二 种 
解法 ， 
设 (x,Y,z) 为 辕 锥 面 上 不 与 顶点 重合 的 任意 一 点 ， 那 么 挫 


* TI21。 


钱 ONC 和 轴 的 交角 等 于 已 知 母 线 各 轴 的 交角 ， 本 题 中 已 知 灿 的 
阅 由 属 9 一人 1 4, 了), 己 知 且 过 的 方向 向 量 of2, 一 1，2}， 而 
OH 二 {try 2}, 根 押宝 间 两 直线 的 交角 公式 得 

ON. vo Vi*vn 


即 让 沾 玉 十 名 3 
V Try V3 33 
任 简 得 帮凶 吕 十 号 人 一 个。 
注 赔 柱 曾 与 网 维 面 都 可 以 


- 看 作 是 它 的 一 条 母线 线 轴 旋转 所 


Hr 


} 生成 的 族 轴 曲面 ， 因 此 如 果 已 知 
它们 的 轴 与 一 条 母线 ， 就 可 以 写 
出 它们 的 方程 ， 读 者 可 以 作为 练 
耻 ， 按 照 建 并 聊 转 曲面 方程 的 一 
般 方 站 , 求 出 例 3 和 例 5 中 的 加 
图 7-1 柱 面 和 责难 面 的 方程 

例 8 设 : 与 实 是 两 条 不 迁 直 的 异 面 吉 线 ， 试 求 直线 六 绕 直 
线 ? 旋转 所 成 许 转 咎 而 的 方程 

解 以 2 为 z 轴 ,1 与 呈 的 公 付 线 为 办， 建立 直角 淮 标 系 
《图 7-1), 设 直线 澡 和 z+ 轴 的 交点 为 (a,0,0) ,又 因 直 线 m 先 直 于 x 
轴 ， 但 不 虱 直 于 轴 ， 所 以 可 设 直 线 避 的 一 个 方向 向 量 为 s= 
{0,D,1+， 于 是 直线 到 的 方 租 为 


Ta J 号 
并 


这 就 是 旋转 曲面 的 一 条 母线 ， 
过 母线 澡 土 任 一 点 型 !(zly1 3) 的 纬 略 总 可 故 成 以 原 点 O 
0 肛 呈 为 半径 的 球面 与 过 点 Ki 生疏 冯 于 轴线 ! 的 平面 
曾 交 线 , 疡 以 此 纬 图 的 方程 为 
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hf mw 


和 
如 一 这 19 
其 中 (zyiyz) 应 满足 母线 方程 , 即 有 
0 5 
二 = 光一 二 ， 《15) 
出 (15) 及 (14) 的 第 二 式 解 出 T1181 得 


$1 二 站 
jb, (16) 
和 二 
将 (16) 代 入 (14) 得 所 求 的 旋转 曲面 的 方程 
rit yb 
2 2 2 
1 


总 。 


其 中 忆 = 企 , 它 的 图 形 是 一 个 单 呈 诞 转 双 曲面 ， 


五 、 自 我 测验 题 
1. 填空 题 


(1) 在 空间 直角 坐标 系 下 ， 方 程 -了 二-+ (y 一 2)?=1 的 图 


形 是 


zs 一 42 的 图 形 是 

zy 一 1 的 图 形 是 ， 
Y2 一 %2 十 2 加 二 人 的 图 形 是 _ y 
Cy 一 2)(z 一 2) 一 0 的 醒 形 是 _， 


y—2=0 _ 
(, 2 -0 的 图 形 总 


( 开 _ 伟 -. 1 
a bi 的 图 形 臣 
[> 一 0 
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加 1 y2 
| 全 训 1 的 本 并 外 
癌 一 用 

(2) 一 直 答 的 两 端点 为 (1,2, 一 3)，(3，0， 几 的 球面 方程 为 


全 Y2 十 3 一 25 


(3) 加 1 。- 的 圆心 为 ,半径 等 于 


(4) 点 (as5,0) 弹 zz 辅 ,y 轴 和 直线 一 了 一 ~ = 二 
旋转 所 生成 的 图 的 方程 分 别 为 


3 生 LE 


一 总 一 站 


(5) 直线 位 “， 。 金 y 辅 和 = 轴 旋 转 所 上 生成 前 旋转 曲面 方 


光 二 人 0 
程 分 别 为 和 
2， 求 通过 两 点 (0,2,2), 《0,4,0) 且 球 心 在 ” 轴 上 的 球面 方 


程 ， 


总 = 出 2 十 条 


3. 求 曲 线 |。_。，， “在 三 坐标 面 上 的 射影 柱 面 方程 ,并 说 
出 这 些 桂 面 的 名 称 和 母线 方向 . 
4. 求证 以 直 组 二 = 世 一 之 为 轴 , 半 径 为 > 的 贺 柱 面 方程 为 
(ny— ma + (lsh + mety =r tm), 
5. 已 知 锥 画 顶 点 在 原点 , 淮 线 为 
和 
42 十 %y2 二 52=-25 
求 锥 面 方程 


:和 


一 、 内 容 概述 


厅 章 在 直 和 角 上 坐标 系 下 , 通过 对 钴 球面 , 双 曲 再 与 拖 物 面 的 标 推 
方程 的 讨论 ,并 利用 平面 蕉 割 的 方法 , 了解 量 而 名 性质， 由 此 推 想 
出 曲面 的 大 致 形状 ， 最 后 讨论 了 单 叶 对 曲面 与 双 曲 抛物 面 的 直 北 
性 . 

本 章 内 容 可 分 为 下 画 丙 个 单元 ， 

第 一 单元 ， 椭 球面 、 双 曲 闸 与 执 物 面 的 标 座 方程 、 性 质 与 形 
状 ， 这 一 单 苑 是 本 下 的 主要 内 和 容 ， 它 包括 教材 的 和 8.1， 8.2 与 
8.3, 在 这 三 节 中 ,介绍 了 讨论 二 次 曲面 方程 的 基本 方 站 , 通过 对 
椭 球 硬 、 双 曲面 与 抛物 面 方程 的 讨论 ,不 人 了解 了 这 些 曲面 的 一 些 
性 质 , 而 且 由 此 能 推 想 出 这 些 曲 洛 的 大 臻 形状 ,从 而 也 就 可 以 画 出 
它们 的 草图 , 

第 二 单元 : 二 次 曲 丰 的 直 皆 性 , 即 教 材 的 88.4， 在 二 次 面 面 
中 ,除了 二 次 柱 面 与 二 次 锥 面 显然 是 直 丝 面 外 ,本 单元 还 讨论 了 单 
呈 双 曲面 与 双 曲 所 物 面 的 直 禾 性 ,指出 它们 都 可 以 由 直线 族 生 成 。 

一 、 学 习 要 求 

1， 营 担 讨 论 二 次 曲面 方 竹 的 方法 ,能 熟练 地 利用 平面 截 制 的 
方 甘 来 认识 空间 曲面 徇 形状 ， 

2， 人 掌握 酉 球 画 . 双 曲 面 与 抛物 面 的 标 崔 方程 与 主要 性 质 ， 并 
能 根据 这 些 甸 面 的 标准 方程 画 出 它们 的 图 形 , 

3. 了解 单 叶 叉 曲面 与 双 昌 抛物 面 的 直 委 性. 关 营 得 求 直 母线 
的 方法 . . 


* 了 了 所 


三 、 学 习 辅导 


1. 楷 球 面 . 双 曲 画 与 扳 物 男 的 擦 准 方 积 , 性 质 与 形状 


1) 椭 球 而 、 驶 井 玫 与 抛 移 面 都 是 用 方程 米 定 交 的 ， 这 种 定义 
了 叫 向 解 折 法 定 叉 。 用 解析 尘 定 光 的 曲面 ， 它 的 上 几何 特征 是 很 不 明 
显 的 , 为 此 我 们 必须 对 方程 进行 讨论 , 然后 才能 了 解 申 而 的 性 质 ， 
和 推 想 出 方程 所 表示 的 监 扯 的 天 至 形状 ， 
2) 福 球面 与 戏曲 面 帮 是 中 心 二 次 曲面 ,它们 的 方程 可 写成 统 
一 的 形式 
Ax: Tr By2+O0Os—1,(A4BCAFA0)., (1) 
当 三 平方 项 系数 4 ,BB , 侣 均 为 正 时 ,(1) 表 示 寅 球面 当 三 平方 项 
系数 4; B,C 中 有 两 项 为 正 ,为 一 项 为 负 ,(1) 表 示 单 叶 双 有 曲 交 ; 当 


三 平方 项 系数 4，B，C 中 只 有 一 项 为 正 , 另 两 项 为 负 ，(1) 表 示 双 


叶 双 曲面 ;而 当 4 ,B,C 均 为 信 时 ,方程 (1) 不 表示 任何 实 图 形 , 或 
者 称 它 为 虚 曲 面 。 例如 当 .40, 五 <0, 它 20 了 时 ,方程 (IT 可 收 写 
为 


2 


mor™l 
其 中 汪 = 4, 站 = 一 晴 , 立 一 0 ,这 是 单 叶 双 曲面 的 标准 方程 
抛物 面 的 方程 可 统一 写 为 
Aw:+ By:=22,tABE0)., ‘2) 


” 当 两 平方 项 系数 同 号 , 盈 48>>0 时, 52) 为 捕 贺 抛物 面 ， 当 两 平方 
项 系数 异 号 ; 即 4B<0 时;(2) 为 驶 曲折 物 面 ， 例如 当 A4>0, B<0 
时,(2) 式 可 改写 为 


zr yy 
a B27 
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其 中 方 = 4 ,而 =- 一 于, 这 是 双 曲 锰 物 面 的 标准 方程 


3) 讨论 曲面 的 对 称 性 与 范围 各 平面 解析 几何 中 讨论 曲线 的 
对 称 性 与 范围 是 完全 类 似 的 ,并 且 在 空间 也 有 类 似 的 性 质 ，(i 如 
果 曲 面 守 类 于 三 坐标 平面 对 称 ,那么 且 面 完美 于 坐标 原点 也 对 称 ; 
(ii) 如 举 曲 画 开 关于 两 坐标 轴 对 称 ， 那 么 曲面 工 关 于 第 三 条 坐标 
轴 也 对 称 ( 这 两 性 质 的 证 明 , 见 补充 例题 )， 例 如 棋 球 面 与 双 曲 面 ， 
由 于 它们 关于 三 坐标 面 都 对 称 , 因此 关于 举 标 原点 也 必然 对 称 ,但 
是 抛物 面 却 没 有 这 个 性 质 ， 

4) 由 曲面 的 方程 来 认识 曲面 的 形状 ,并 画 出 它 的 图 形 ， 这 是 
本 章 的 主要 内 容 之 一 ， 我 们 介绍 了 "平行 平面 稚 割 上 法 *， 也 就 是 用 
一 族 平行 平面 (一 般 平行 于 坐标 面 ) 来 截 荐 面 面 ， 研 究 所 截 得 的 一 
族 曲 线 是 怎样 变化 的 ,从 这 一 小 截 线 的 变化 情况 ,就 能 推 想 出 方程 
所 表示 的 曲面 的 整体 形状 ， 有 从 而 也 就 可 以 画 出 曲面 的 图 形 ， 这 是 
一 个 很 据 曲 面 的 方程 来 认识 它 的 形状 的 重要 方法 ， 它 的 基本 思想 
是 把 复杂 的 空间 图 形 归结 为 比较 容易 认识 的 平面 曲线 。 例 如 我 们 
要 识别 方程 : 


Ca 
1 gi116 1 (3) 


所 内 示 的 图 形 ， 并 画 出 它 的 草图 ， 可 利用 平行 平面 截 制 革 讨论 如 
下 ; 
1” 曲面 (3) 被 三 坐标 面 截 得 的 曲线 分 别 为 


Tr? ys 
EE z (4) 
z=; 
2 2 
1 (5) 
y= 0 


二 是 空 7 二 


证 (6) 


(4 为 zwOY 面 上 的 双 曲 线 ，(5) 为 “oz 坐标 面 汗 的 椭 团 ，(6) 为 
yz 面 上 徇 双 有 曲线. 

2” 曲面 (3) 被 平行 于 w0Qz 面 的 一 族 平 行 平面 截 得 的 一 族 曲 
线 为 


他 + 第 
Y=， 
印 2 也 
| pt 2 Fl 
4(1+ 与 ) 16(1+ 写 ) (7) 
b-， 


和 二 二 靖国 ,其 中 的 任 -一 精 图 的 两 双 顶 点 (二 2 1+ 与， 4 0) 与 
(。 二 4Y 1 二 与 ) 分 列 在 双 曲 线 (4) 与 (6) 上 . 


这 样 我 们 就 可 推 起 出 曲面 (3) 的 大 致 形状 ， 并 且 当 截 线 (4)， 
《5),(6),(7) 夯 出 后 ， 曲面 (3) 的 草图 也 就 可 以 描 出 了 ， 如 图 8 
所 示 ， 
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2. 二 次 曲面 的 站 纹 性 


1) 古 面 与 锥 面 显然 都 是 直 兹 面 , 单 叶 双 曲 面 与 双 曲 抛物 面 也 
都 是 直 纹 面 . 如 果 将 单 叶 双 曲 而 的 方程 


2 3 


TY 
mi ei, 
改写 为 一 次 因 式 乘积 的 形式 


(7 


那么 就 容易 写 出 它 的 直 但 线 族 的 方程 为 


入 有 -(1 多 


或 
A 
人 人 (4 5 不 全 为 等 )。 
二 一 一 1 二 二 
同样 地 ， 把 双 里 抛物 面 的 方程 
x Wy? 
a 
改写 为 
(EE 
那么 直 母 弘 族 的 方程 为 
Wi 
(4 为 任意 实数 )， 
(EE)- 
或 


+* 129 + 


7; 
[E42)-s, 为 任意 实数 )。 

上 型 这 种 确定 直 母 线 族 的 方法 叫做 折 固 式 法 利用 这 个 方 
闪 ， 我 们 也 能 求 出 二 次 柱 面 与 二 次 铁 面 的 直 母 线 族 。 例如 椭圆 柱 
面 方程 为 ; 


2 
把 它 政 写 洲 ， 
YY 再 
人 + 二 1- 过 )= 羡 演 
那么 本 圆柱 面 的 直 母 钱 族 的 方程 为 


(4,8 不 金 为 零 )， 


2 A 


41, 
(1 各)= 4 性， 


它 只 有 一 族 直 母线 . 
2) 对 于 戏曲 抛物 面 的 直 和 母线 族 方 程 不 用 汉人 参数 ,这 是 因为 如 
时 将 它 的 一 族 直 母线 


1 多- 
号 鸭 双 参数 形式 
(2 2 
(Ee 


那么 当 4=0 时, 必 有 4 二 0, 所 以 如 果 要 写成 双 参 数 的 形式 (9), 必 
须 洗 加 条 件 4 天 0, 但 是 这 样 介 ) 式 实质 上 就 是 (8) ,因为 当 (9) 式 的 
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两 方程 的 两 边 同 时 除 肉 上 就 立刻 变 成 (8) 的 形式 了 . 


下 .补充 例题 


例 1 斌 证明， (1) 如 黑 曲 面 盖 甘于 三 坐标 平 夯 对 称 ， 那 把 
曲面 于 其 于 坐标 原点 世 对 称 ;(2) 如果 册 廿 荆 贡 于 两 开标 轿 对 称 ， 
那么 曲面 羡 关 于 第 三 条 坐标 铀 生 对 称 ， 

证 (1 设 了 (x,y,2) 为 时 面 志 上 的 任 吉 点， 因为 二 基于 三 
学 标 平面 对 称 ， 所 以 点 卫 (x,yY,z) 基于 <xoOy 华 标 面 的 对 称 感 
PAY yy 一 人 也 在 时 面 二 上 ,点 PY,Y, 一 2) 关 于 #0z 奉 标 且 的 
对 称 扎 PP*(x, 一 ,一 2) 也 在 有 曲 画 六 上 , 点 P*(x ,一 yy ;一 8) 医 于 
yOz 坐标 面 的 对 称 点 上 一 xX, 一 ,一 2) 也 在 虞 面 守 上 上， 于 是 当 
点 P{T,y ,2) 在 曲面 半 上 时 点 PP 一 ;一 ;一 Zg) 世 一 定 在 有 同 
面 思 上 ， 所 以 曲面 基于 堂 标 原 点 对 称 . 

(2) 设 吨 关于 守 轴 与 了 办 都 对 称 ， 现 在 来 证 明 世 关于 > 轴 也 

设 P(x,y,3) 为 曲面 生 上 的 任 污 点 ,因为 曲 画 关于 畦 对 称 ， 
所 以 点 P(x,y,2) 其 于 2 辅 的 对 稼 点 PY, 一 yY, 一 x) 也 在 曲面 
马上 ;又 因为 曲面 甘于 了 轴 也 对 称 , 所 以 感 P'(x, 一 一 2%) 关 于 
轴 的 对 称 点 P*( 一 + 一 yy 5) 明 在 团 面 世上 ,于 是 当 点 Plz,Y ,2) 
在 曲面 守 上 时 ,点 PP*( 一 xz, 一 ;2) 也 一 定 在 捍 面 上， 所 以 浊 面 
关于 z 轴 也 对 称 ， 

例 2 设 4,B, 与 P 为 直线 1 上 的 四 个 定 成 ，P 与 4,B， 
0 的 距离 分 别 汶 4 ，Bb ,，? , 当 直 线 i 在 空间 变动 ,得 始终 保持 三 定 
点 4,8, 品 分别 在 y0z,z0xz,x0OY 毕 标 面 上 移 汉 (图 8~2), 试 求 
点 PP 的 辆 迹 方 稚 ， 

解 ” 设 直线 1 的 方向 余弦 为 cos a ,cos ,cos yp, 卫 的 坐标 为 
(zo Yo0;30) ,那么 直线 i 的 方程 为 
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t=Xo+i eose, 

y=yoTt cosp, 

zg eosY, 
因为 点 4 在 y03 坐标 蜗 . 上 ,所 以 它 
的 横 举 标 +=0， 从 而 点 和 4 对 应 的 
参数 地 满足 


To coda=0, 


根据 ;# 的 几何 意 文 | 上 [= 1 了 =, 得 


yt cos a 人 0, {1 


To 二 二 COs 


再 从 B,C 分 别 在 x0z 坐标 画 与 xy 党 标 面 上 , 类 似 地 可 


得 


yo—= tbeosp, (2) 
与 20 二 士 CCOSY， (3) 
由 (1), (2), (3) 三 式 得 


EP 了 2 2 14 一 
t+ 2 COS +eor prcosy=1, 
所 以 所 五 的 轨迹 方程 为 
要 Jy2 a2 
rt er 1, 
它 是 一 个 椭 球 面 . 


注 平面 解析 几何 中 有 这 样 的 习题 , 设 4,B 与 PP 为 直线 1 上 
的 三 个 定点 , 且 | 了 P41 一 a, |1PB| 一 6, 当 直 线 ? 在 平面 上 变动 , 但 
始终 保持 4 在 y 轴 . 上 与 下 在 z 轴 上 滑动 , 求 直线 1 上 的 第 三 个 定 
点 己 的 轨迹 。 这 道 习 题 推广 对 空间 就 是 这 里 的 例 2, 而 县 它们 药 
解法 也 是 十 分 业 似 的 . 
例 3 试 作 下 列 曲 线 的 图 形 ， 
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， 
C1) 咎 + 中 il, (2) 1 (3) |- 于 + 务 = 1， 
空 一 一 到 儿 一 用 ) 一 当 。 
解 ” (1 这 是 一 个 在 说 面 = 一 4 上 的 精 圆 ， 它 的 中 心 在 
(一 4,0,0) ,长 轴 平 行 于 = 轴 , 短 轨 平 行 于 y 轴 , 且 梯 圆 的 长 半 畏 为 
f§, 短 半 辆 为 2, 因此 我 们 先 作 平面 + 二 一 4, 然后 根据 给 出 的 方程 
在 此 平面 上 光 画 出 椭 贺 的 四 个 顶 太一 4, 土 2,0) 与 (一 4,0, 土 5)， 
和 福 贺 的 外 切 矩 形 , 然 后 面 椭 合 ,如 图 8-3. 
(2) 这 是 一 条 在 xOz 坐标 面 上 的 描 物 线 , 顶点 在 原点 ,对称 
轴 为 = 轴 , 搜 物 线 的 四 向 与 z 轴 的 正 向 一 致 ， 它 的 图 形 如 图 8-4， 


图 8-# 

《3)》 这 是 一 条 在 平面 *=3 上 的 双 曲 线 。 双 曲线 的 实 轴 平 行 

于 y 轴 , 碟 轴 平行 于 xz 轴 , 中 心 在 {0,0,3), 且 实 半 畏 长 为 4， 号 半 

轴 长 为 2， 光 作 平 夯 > 一 3， 然后 在 此 平面 上 页 双 骨 线 的 渐 近 线 ， 皇 
作 双 曲线 ,如 图 8-5. 

注 夯 好 符 标 曾 上 或 平行 子 坐 标 面 的 平面 上 的 一 次 雪线 ， 对 
画 妈 过 次 曲面 的 图 形 是 十 分 重要 的 ,读者 应 多 练习 , 擎 所 它 的 面 
法 . 一般 地 说 , 画 这 样 的 二 次 曲线 的 步 贬 为 ; 

1” 天 出 二 次 曲线 所 在 的 平面 ， _ 

33 ， 


2。 确 定 一 次 直线 的 中 心 或 顶点 , 画 出 对 称 辆 ， 

3” 画 内 作 图 辅助 线 ， 如 椭 回 的 外 切 算 形 , 双 曲 线 的 基本 矩形 
与 浙 近 线 等 

4” 屈 出 二 次 曲线 的 近似 图 形 . 

例 4 、 试 作 糖 贺 拢 物 面世 二 所 =y 的 图 形 . 


解 ” 先 画 出 曲面 在 三 坐标 面 王 的 截 线 . 曲面 被 *z2y 些 标 面 
所 截 得 的 截 线 为 手 物 线 
{~ Yy， 
2 二 人 0; 


让 xz02 绎 标 面 堆 得 的 图 线 退 化 为 一 点 


和 
y= 人 0, 
被 YQ0z 坐标 面 截 得 的 基线 为 抛物 线 
全 y， 
语 一 由 
其 次 画 出 被 平行 于 *0z 学 标 面 的 平面 y= 有 (>0) 所 截 得 的 
栏 图 ， 


a 13 = 


区 + 6 =1, 
y 一 上 。 

从 这 些 所 画 的 截 线 ,就 能 得 上 出 所 求 作 的 桶 照 抛物 面 的 天 臻 图 
形 ( 图 8-6)， 

例 5 画 出 由 曲面 z=Y25 一 好 一 和 与 36xz2 十 2) 一 162 所 
鲜 耻 的 立体 败 形 ， 
解 ” 把 已 知 曲面 方程 改写 为 
z+ YT2 25, (a0) (4) 


从 而 黎 知 (4 为 中 心 在 原 虚 ,半径 AN 

为 5 的 上 半球 面 ,而 (5) 为 旋转 掀 图 8-6 

物 面 , 它 的 顶 太 在 原点 ,旋转 轴 为 ? 轴 ， 开 口 方 癌 与 了 办 正 问 一 
致 、 这 个 旋转 抛物 面 可 以 看 成 是 由 抛物 线 


,16 
' 3 
区 二 从 


绒 z 办 旋转 而 成 ， 为 了 要 画 出 它们 所 围 成 的 立体 图 , 必须 求 出 这 
两 曲面 的 有 变 线 ,而 们 线 方 程 为 
1 ， 


z= 25 wi y2, 
Sr2 + y) = 162, 
> 
(st 3 二 82 25， (34220) 
或 者 变形 为 
人 s 填 25)(2z 一 3 一 和， (0) 


r+ Yl 22 25, 
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> 因为 ?之 0, 所 以 严 线 方程 为 
一 
十 YY? 十 2 二 25， 
或 [2 
T+ y=18. 
这 荐 平面 :二 3 上 的 一 个 贺 ,圆心 
为 (0,0,3), 半径 为 4. 于 是 所 求 立 体 
图 8-7 图 如 图 8-7 扬 示 . 


例 6 试 求 单 时 汉 曲 面 守 + 从 一 于 一 1 上 平行 于 平面 6x+ 


4y 二 35 一 17 一 0 的 直 母 线 。 


解 单 叶 双 曲面 并 + 闪 一 世 =1 的 一 族 直 母线 为 


RD BAr—d nyt+3 A 12 a0, 
[opera ay 3 pa 12420 
直 母 线 的 方向 向 量 为 
站 一 和 下 34 3 1 6 84 一 六 区 
"| 33 sil —3nx Og1 oa 4 |] 


一 {12(R2 一 423》，36 Az, 24tA2+ p71)}, 
直 母 线 平行 于 已 知 平面 的 条 件 为 v 垂直 于 已 知 平面 的 法 向 量 = 
16,4;3}, 从 而 有 
Bx 12(12— A2) + 4X36 Au+ 3 x24dCA2+ 3} =0, 
化 简 整 理 得 
H(A+H)=0, 
所 以 KH=0, A=— Ks 
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于 是 得 两 条 平行 于 已 知 平 面 的 直 和 母线 为 


6 并 十 4 六 十 名 名 十 2 二 人 ， 


2 二 2 二 0， 
(|, ,0 . 本 1。， 一 各 放 十 了 2 二 轨 ， 
邮 人 人 
Y 一 $3 二 0 4 yy 十 守之 二 放 ， 
单 叶 双 曲面 的 另 一 族 家 母线 为 


类 位 地 可 求 得 平行 于 已 知 平 商 的 另外 两 条 直 评 线 为 


2 二 + 3 二 0， 上。 [一 
{so liy+3z=0, 
五 、 自 我 测验 题 
1. 填空 题 


(1) 方程 22 一 2 y? 车 3 2 十 6 二 0 疡 表示 的 曲面 叫 黎 _ ! 
方程 32 二 2 十 8382 一 6 二 0 表示 的 曲面 时 做 . ，  _; 方程 x? 
一 y ?一 在 十 2 二 0 表示 的 曲面 叫 仙 } 方 程 Y* 十 4 Y¥? 十 82 二 0 


表示 的 井 面 叫做 ; 方程 2 一 6 zx-24y=0 表 示 的 曲面 
中 全 . 

(2) 二 次 曲面 生 一 捧 + 和 与 =1 被 x0y 坐标 面 截 得 的 曲线 方程 
为 。 ,曲线 叫做 ;被 z04 举 标 面 截 得 的 曲线 方程 
为 ”， 有 曲线 叫做 ;被 YO: 坐标 面 珍 得 的 曲线 方程 
为 ， 曲 线 叫做 : 被 平面 y= 3 截 得 的 曲线 方程 
为 ， 曲 线 叫 艇 、 一 一 ， 被 平面 z=3 蕉 得 的 曲线 方程 
为 ， 帅 线 叫 做 


于 37 生 


(3) 曲面 y*-- 和 一 2 上 关于 对 称 . 


(4) 二 次 锥 面 z:+ 生 一 所 =0 的 直 母 线 方程 为 


了 
2. 如 暴 从 桶 球面 3+ 产 + 丰 二 1 的 中 心 按 单位 向 量 e= 


{cosa ,cos 户 ,cosy} 所 确定 的 方向 到 球 面 上 的 点 请 的 距 高 为 了 ， 
斌 证明 
cosioe | eosp cosiy _1 


na? bp: 2 五 2 


3， 已 知 抛物 面 的 侦 点 在 麻 点 ,对 称 面 为 +0y 坐标 面 与 >0z 
坐标 面 ,并且 通 过 点 已 (2,1;0) 与 点 @( 二 ，- 1)， 求 这 掀 物 面 的 


4， 用 一 族 平行 于 x03 坐标 面 的 平面 y= 人 为 参数 ) 来 截 草 


糖 加 抛物 面 往 + 徊 一 2 z, 试 证 明 截 线 为 -- 族 抛物 线 ,并 求 这 族 扫 物 


线 顶 点 的 胃 迹 . 
5， 求 通过 直 纹 画 ?= zy 上 的 点 (zx0, yo,20) 的 直 和 母线 方程 ， 


汪 由 2 
6， 作 出 方程 订 - 洒 一 村 一 1 的 图 形 . 


“了 了 38 。 


“第 九 章 一般 二 次 曲面 方程 的 研究 


一 、 内容 概 述 


本 童 首先 介绍 空间 和 的 直角 坐标 变换 ,然后 介绍 径 面 ; 主 径 面 ， 
衰 后 以 主 径 硬 为 新 坐标 系 的 坐标 平面 ,和 用 空间 直 前 举 标 变换 ,对 
二 次 曲面 方程 进行 化 简 和 分 类 。 

本 章 内 容 分 为 三 个 单元 ， 

第 一 单元 :空间 直角 举 标 变换 ,这 就 是 教材 的 895.1， 在 这 一 
单元 中 ,介绍 了 空间 的 移 轴 ,转轴 和 一 般 直 角 上 坐标 变换 的 公式 ， 还 
介绍 了 以 三 个 两 两 相互 恒 直 的 已 知 平 面 为 新 坐标 面 的 空间 直角 举 
标 变 换 的 公式 ,， 

第 二 单元 :二 次 曲面 的 径 面 与 主 径 面 ,如 教材 的 89.2 。 在 这 
-~ 单元 里 ,介绍 了 二 次 曲面 的 径 面 的 儿 柯 定义 和 它 的 方程 ,以 及 一 
次 曲调 幸 径 面 的 几何 定 双 与 求 主 径 面 的 方法 ， 这 一 单元 的 内 容 主 
要 为 化 简 二 次 曲面 方程 作 谁 备 ， 

第 三 单元 ;二 次 曲面 方程 的 化 简 与 分 类 , 即 教科 的 #9.3 ,这 是 
本 章 的 中 心 因 容 ， 这 一 单元 里 先 讨论 了 坐标 平面 为 主 径 面 时 的 二 
次 曲面 方程 的 特点 ,为 化 简 二 次 丰 协 方程 提供 了 主权 的 思 配 方 
著 . 在 此 基础 上 ,介绍 了 如 何 通 过 适当 的 坐标 变换 把 二 次 曲面 方 
程 化 为 标准 方程 , 汞 由 此 得 出 二 次 曲折 的 十 七 神 类 型 。 


二 、 学 习 要 求 
1。 掌 提 空 间 直 角 毕 标 变换 的 公式 ,特点 及 若 磋 用 ， 


2 熟练 掌握 求 二 次 虹 面 径 面 和 主 径 面 的 方法 . 步 玖 , 
3。 能 熟练 地 化 简 二 次 井 面 方程 ,站 识别 它 的 图 形 . 
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三 、 学 习 辅 导 


1. 空 性 直 衣 坐标 变换 


1) 空间 直角 华 标 变换 公式 中 系 籽 的 几何 意义 
空间 直角 谷 标 变换 各 平面 直角 坐标 变换 一 样 ,也 有 移 轴 , 转 畏 
与 一 般 直 角 举 标 变换 ， 
设 卫 为 空间 任意 一 点 , 它 在 直角 坐标 杀 {O4,j 了 上 和 {0 和 
7 ,上 中 的 坐标 分 别 为 (x ,yy ,2) 和 (wy 5) 那么 坐标 变 摘 公式 
为 
EE 
y=m cos ty cospBs + 2cosphs + vo, C1) 
2—= FCOSP: 十 多 reos17 + 2 COSYS 十 530， 


或 


y=(w— wcosas 二 人 yy 一 ye)cos 且 2 二 《2 — scosys, 《IT 
3 【一步 ncosGa 二 TY 一 Dicos 月 :二 【2 一 80)eOs9s。 
{1) 中 系数 和 常数 项 的 几何 总 六 是 : 
(xzo，y0o，50) 是 新 坐标 系 原点 0' 在 旧 举 标 系 中 的 坐标 ,因此 
当 xzo 一 Yo 一 50 一 0 时 ,9 与 性 重 台 ,(1) 与 (1 就 是 转 畏 公式 . 
并 果 把 华 标 变换 公式 (1 或 人 1) 的 系数 按 它们 原来 在 (17 或 
《1 中 的 位 置 排 成 表格 如 下 ， 
CO DOS COSsCs cOSGT COSA cosyi 
(corp cosp, osp, (coses coOsSH, cosp; | 


COSV] COsSys CoOsys COSGs COSHs cosvs 


人 (zr— Focosri 二 TY 一 ycD5 甩 1 十 《5 一 50)CDOS31 


六 分 别称 它们 为 (1 或 (1 ?的 系数 抢 阵 ， 横 号 的 叫 伐 行 , 直 写 的 员 
做 列 , 那么 (1) 的 系数 年 阵 中 第 一 ,第 二 , 第 三 行 的 元 素 依 次 是 新 
党 标 系 的 坐标 阿 旱 六 ,六 ,R&R' 在 旧 誉 标 系 中 的 些 标 , 即 


*» 1 ， 


t= {cosa, cosgs, cosas}, 1= {cosB1, ¢osps, cos 月 小 ， 
Rk’'™ {COsy!, COS?a COSY3}, 和 而 (1) 的 系数 算 阵 中 第 一 ,第 二 、 第 三 列 
的 元 素 依 交 是 阳 坐 称 系 的 坐标 向 量 站 在 新 坐标 系 中 的 坐标 , 即 
i—{cosal, ¢osB1, cosp)}, j= {eosas， cosBs, cosysl, 
R= {coscs, CosBs, Cosps}s 
注意 (1) 和 (17) 的 系数 矩阵 的 关系 是 :它们 的 行 与 列 互相 对 
调 . 
2) 空间 直角 坐标 变换 公式 的 特 战 
旧 于 ij ,上 与 1 ,六 ,R&R' 是 两 两 垂直 的 单位 同 车 ,内 此 (DD) 与 
Cost + GOS t+ CO AsO— 1, 
Cos 有 Bi 二 Cosz 有 cos2B 一 1 


cos COs ys 十 如 DO82323 一 工 y 


cosaicos 有 ;十 cosascos 月 :TcosescDs 有 六 3 一 0 (2) 
cosBicosy1 + cosPcosys + cos Ps cosys= 0, 

COSYICOSGL + COMY2COS Go 二 CDsyacoscs 一 03 

Coma + co edit eosiy,=1,; 

CO CO Hs+ cos ys = 1, 

CoOsias+ COsHs + cosiys— 1, (C27) 


cOSG1ICOsSaa + cosficos Psi tosyicosya— 0 
cosGacoses HF COSPocosps +t COSYacOs)ys = 0, 


COSGacOSCI + cos BscosBl + cosyacosy1—= 0d. 


(2) 与 (2 都 叫 币 正 交 条 件 。 这 正 交 条 件 也 可 以 这 样 米 叙述 :在 
(1) 与 (1 的 系数 矩阵 中 ,同行 ( 列 ? 的 元 素 的 平方 和 等 于 1 ,不 同 
行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 流 积 之 和 等 于 0. 
又 因为 我 们 -… 般 都 采用 帮手 直角 坐标 系 , 所 以 
(i jk) =1, (i ,7 ,hk')=1, 
即 (1) 和 (1 ) 的 系数 行列 式 都 等 于 1 。 


= I4#1= 


由 此 可 知 ,右手 系 到 右 羊 亲 的 空间 直角 坐标 变换 公 式 必须 满 

1” 变换 式 右 端 是 zy 5 或 zy ,2 的 一 -次 式 ， 

2 变换 式 的 系数 满足 正 交 条 件 ， 

3” 系数 行列 式 等 于 工 . 

反 过 来 ,适合 上 述 条 件 的 变换 式 总 可 以 看 作 是 布 手 系 到 右手 
系 的 空间 直角 坐标 变换 。 

顺 恒 指出 ,平面 上 的 直角 至 标 变换 公式 


李 ne te, (3) 
Yr sing ty cosa + Yo 
或 
和 (37) 
Y= (wo— rosina+ ty— yo Coa, 


显然 也 具有 类 似 的 特点 , 右 端 是 关于 “5y 或 +,y 的 一 次 式 ; 请 
足 正 交 条 谷 , 即 系数 矩阵 


CHS CSinr CoS sina 
(ing oua) 或 (Cs ODS ) 
的 同行 ( 列 ) 的 元 素平 方 和 为 1, 不 同行 (人知) 的 对 应 元 于 滋 积 之 和 
为 0 系数 行列 式 等 于 1。 我 们 还 看 到 ,上面 两 个 系数 矩阵 之 间 的 


美 系 也 是 行列 对 调 。 记 住 上 述 特 点 ， 有 利于 我 们 对 直角 化 标 变 换 
公式 芍 记 忆 和 判 界 , 
2， 二 次 曲面 的 径 面 与 主 径 面 
1) 一 次 曲面 的 径 面 
1” 二 次 曲面 的 色 面 定义 为 平行 续 中 点 的 胃 迹 ， 根 据 教材 的 
定 和 下 9.2.1 知道 ,二 次 曲 通 的 径 面 都 是 平面 ,如 果 二 误 曲 面 方程 为 
FE 十 硅 29 下 2 十 3322 十 站 12 灶 插 寺 中 好 13 册 号 十 中 这 2 于 避 


二 2 i -上 党 应 z4Y¥ 十 ats + 4 一 0 (4) 
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下 行 敬 的 方 河 为 二 : 王 : 瑟 , 那 么 对 应 的 径 面 方程 为 
(Oil TT 十 妇 18 玫 ) 下 十 攻克 1 天干 如 os + A202)y 
+ Cals Ta + GssZ)2T (Aut oF + og2)=0 (5). 
称 这 和 父 面 为 共生 二 这 组 平行 苞 (或 平行 忠 方 向) 的 从 面 ， 而 这 组 乎 
行 荡 (或 纺 的 方向 ) 蔬 做 这 个 径 面 的 共 罗 弱 (或 共 示 方 向). 
2” 在 讨论 二 次 曲面 的 径 面 上 时， 我 们 实际 上 引进 了 空间 的 虐 
点 ( 见 教材 9.,2 的 脚注 )。 在 这 里 引进 虚 点 的 目的 是 为 了 讨论 同 
题 的 方便 , 使 一 些 结论 具有 一 艇 性 , 例 妇 ;, 引 进 碟 点 后 可 以 得 出 这 
幸 的 结论 ， 具 有 方向 开 : 了 : 台 的 直线 和 二 次 曲面 《4》 有 了 琴 个 诡 点 
(“两 不 同 实 点 ， 两 重合 实 点 或 两 共 红 岂 点 ) 的 条 件 是 直线 的 方 问 
斌 :了 了: 洲 是 条件 
Ca++aY Tag)E+(aR Fao + ra2)Y 
+ (Oa + do + G2 ZED, 
好 ei a? + ga 2 qa RY +2 Gy + 2 oY FO0, 
如 打 不 引进 坎 点 ,那么 除 上 述 条 件 外 ,还 要 办 加 其 它 的 条 件 。 及 如 
引进 说 点 后 ， 才 有 定理 3.2.1 平行 荡 中 点 轨迹 是 一 个 平 夺 ， 如 归 
不 引进 麻 点 ,那么 定理 9.3,1 中 的 平行 疙 只 是 端点 为 实 司 的 嘴 ,下 
行 芯 移 中 点 轨迹 本 能 只 是 平面 的 一 部 分 ， 以 本 球面 为 例 ， 以 实 羽 
为 端点 的 继 都 在 椭 球 面 内 部 ,对 是 平行 荡 中 点 也 在 椭 球 面 内 部 , 平 
行 驴 中 虑 轨迹 就 不 再 是 整个 平河 了 . 
2) 二 次 昌 面 的 主 径 面 
1” 二 次 曲面 的 主 径 面 定 六 为 焉 直 于 它 的 共 辊 荡 的 径 面 ， 因 
此 二 次 曲面 的 主 径 面 不 但 平分 它 的 共 思 强 而 且 还 垂直 于 它 的 共 罗 
纺 , 因 此 二 次 曲 匣 的 本 径 面 一 定 是 二 次 曲面 的 对 称 平 面 ， 
在 载 材 的 第 八 癌 里 ,我 们 十 到 , 当 括 球面 . 双 曲 看 .抛物 商 的 方 
程 为 标准 方程 时 ,总 有 儿 个 坐标 平面 基 明 夯 的 对 称 夯 ,因此 很 自然 
想到 如 果 用 二 次 圳 面 的 对 称 面 作为 新 众 标 系 的 郁 标 平 丽 ， 闭 么 和 将 
有 利于 二 次 上 曲 画 方程 的 化 简 。 这 就 是 在 化 简 二 次 曲面 方程 之 前 ， 
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所 以 要 介绍 径 面 与 主 径 面 前 主要 原因 . 

2” 根据 教材 §9.2 中 的 讨论 ， 可 得 出 求 二 次 项 面 的 主 径 面 
的 方法 步 又 如 下 : 

i)》 写 出 二 次 曲面 (4) 的 特征 方程 


人 1 一角 1 Fig 
Gila 022 一 人 12 | 一 0 
a 下 38 本 #4 一族 
外 一 4 二 了 4 一 了 和 十 了 一 0 
并 求 出 非 零 特征 根 呈 , 


ii 把 非 零 特征 根 4 代入 方程 组 
[ai 一 全) 三 十 个 139 了 + rsZ=0, 
oN + aa— A)Y + AssZ = 0, 
sx 十 ga 二 《aas 一 人) 和 一 0 
求 出 对 应 于 4 的 非 人 车 主 方向 怀 : 工 :Z. 
ii) 求 出 共 斩 于 非 奇 主 方向 的 共 冰 径 面 ， 就 是 二 次 曲面 的 主 
径 面 . 


3. 二 次 曲面 方程 的 化 简 


教科 中 所 介绍 的 化 答 二 次 曲面 方程 的 方法 ， 是 以 保 标 面 为 主 
径 面 时 的 二 次 曲面 方程 的 特点 作为 主要 依据 的 . 例 邵 ,如果 y03 些 
标 曾 为 二 次 曲面 (3) 的 主 径 曾 ,那么 在 方程 (3) 中 ,对 于 变数 x 只 有 
它 的 平方 项 ， 而 这 变数 与 其 它 两 变数 的 习 积 项 以 及 这 变数 的 一 次 


全 这 里 的 了 = 二 ay 十 3 十 8g， 


‘a1 12 并 11 。 辣 13 Ras su 
了 :一 ， 十 时 
Ll 度 144 让 3 各 2a 六 a 
it V2 ;9 


3 一 | Hs Bs ds |+ 


加 13 六 za 疗 8z 
Tu fa 的 吉 和 法 式 是 容 昌 记忆 的 ,而 Js 是 在 行列 法 了 中 依次 划 去 mygasgu 斯 在 的 行 与 
珀 以 后 所 得到 的 三 个 二 防 行列 蕊 之 和 ， 


和 4 


项 都 不 出 现 , 即 at 天 0 而 ciz 一 ais= ai 一 局 

教材 中 的 定理 9,3,1 的 证 明 过 程 ， 实 际 上 指出 了 化 简 二 次 井 
面 方程 的 方法 ,但 这 个 方法 在 实际 应 用 中 , 一 般 地 说 并 不 方便 , 为 
此 在 和 9.3 的 举例 中 ,把 这 个 方法 作 了 改进 , 从 而 得 出 化 简 二 次 曲 
面 方程 的 步 如 下 ， 

1” 写 出 二 次 曲面 的 特征 方程 , 求 出 斐 零 特 征 根 . 

2” 求 出 非 零 特 竹 根 对 应 的 主 方向 ， 即 非 奇 主 方 向 ， 对 应 于 
单 根 , 有 瞧 一 主 方向 ,对 应 于 二 重 根 , 有 无 穷 多 主 方向 ,在 其 中 任意 
取 定 两 个 相互 垂直 的 主 少 癌 . 

3 求 出 主 方向 所 对 应 的 主 径 面 . 

4” 取 三 个 两 两 垂直 的 平面 作为 新 坐标 了 系 的 坐标 平面 ， 作 直 
第 坐标 变换 ，。 取 法 如 下 ;如 黑 有 三 个 两 两 对 直 的 主 径 面 ,就 以 它们 
作为 新 举 标 平面 ;如 果 只 有 两 个 相互 恒 直 (或 一 个 ) 主 径 面 ,再 男 取 
一 个 (或 两 个 ) 平 面 ， 使 所 取 平 面 与 吝 径 面 两 两 三 直 ， 设 这 样 的 三 
个 平面 方程 为 

Axr- By+UCst+D.-0, (t=1,2,3), 
写 出 坐标 变换 公式 
By + C32+ 
VvV A+BI+CY 
， Ax +t Bay i+ O22+ Do 
| 一 二 一 


"二 十 


过 3 十 Bay 十 全 35 十 Ds 


"二 十 一 
¥ Al+ Bi+0? 


一 一 


生 


解 出 >,y,2 代入 原 方程 ,就 得 到 在 新 坐标 系 下 则 面 的 方程 . 

5* 如 果 这 方程 还 不 是 最 简 形式 ， 可 以 弄 作 一 次 直角 坐标 变 
换 ( 移 轴 或 教材 §9.3 例 2 中 那 种 形式 的 变换 ) 就 可 以 得 到 一 次 曲 
面 的 简化 方程 ,然后 再 化 成 标准 方程 ， 

注意 | 
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i 如 果 二 次 曲面 方程 中 有 三 个 或 二 个 平方 项 ,但 没有 交叉 
项 ,那么 通过 移 轴 就 可 以 化 简 . 

ii 化 向 过 程 中 , 写 出 的 坐标 变换 公式 必须 讲 足 正 交 条件 以 
及 系数 行列 趟 等 于 1， 

iii》 记 住 至 标 面 为 主 径 面 时 二 次 曲面 方程 的 特点 ， 可 坎 减少 
对 新 方程 系数 的 计算 ， 因 为 我 们 可 以 肯定 其 中 某 吾 项 的 系数 必 为 
零 ;因此 ,只 要 计算 不 为 零 的 系数 就 可 以 了 ， 


到、 补充 例题 


例 1 这 明 , 球 面 的 特征 根 是 一 个 非 沾 三 重 根 ,空间 的 任何 方 
向 都 蚌 球 而 的 韭 奇 主 方向 ， 球 面 的 主 径 面 就 是 过 球 心 的 一切 平 
[a 

证 ” 设 球 面 方 积 汶 x?++y?+22+2gw+2hy+2 kr+t+ Li=0, 
特征 方程 为 


即 (一 和 5 一 0 
所 以 特征 要 为 4=1, 它 是 非 零 三 重 根 . 


主 方 入 由 方程 组 
(1 一 4) 玉 二 0， 
[unr 
(1—A)2Z=0, 
确定 , 当 4 一 1 时 ,方程 组 中 每 一 个 方程 都 成 为 得 等 式 , 所 以 空间 的 
任何 方向 了 :了 :名 都 是 对 应 于 特征 根 4=1 的 非 音 主 方向 ， 
共 轿 于 任何 主 方 入 处: 了 :2 的 径 面 都 是 主 径 面 ,它们 的 方程 


为 
Rr+FTyt22s+(gX+hF TRE) = 0 
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(wt a} F(ty+h}+i+ s(t2a+ kk) 0, 


即 
显然 ,这 就 是 过 球 心 (一 & ,一 产 ,一 下 的 所 有 平面 。 


例 2 从简 二 次 曲面 


(2 TY 十 2 一 (Ww 一 一 22) 二 yy 一 记 


的 方程 , 写 出 坐标 变换 公式 ,并 判定 它 的 图 形 . 
“ 解 容易 验证 三 平面 2% t+% 二 0，% 一 y 一 % 二 0 和 
y 一 z 一 0 两 两 垂直, 把 它们 依次 作为 yYOs,z0Oz,xDy 坐标 面 ; 那 


么 毕 标 变换 公式 为 
1 


所 以 2yY 二 yz 一 6w7， 
3 一 Y 一 3 二 3Y, 
y 了 一 3 一 22， 


代入 原 方程 ,得 到 简化 方程 
6 2—3y ?= 22’, 


它 的 图 形 是 双 冒 摧 物 面 , 
例 3 化 篇 二 次 曲面 
史 二 直 寺 2 2 一 3 二 旋 


的 方程 ,并 号 出 坐标 变换 公式 . 
解 ” 演 虚 方 程 
古 六 十 对 一 3 二 人 0 
在 y02 化 标 面 上 ,这 方程 表示 一 条 直线 ,以 这 条 直线 作为 2' 轴 , 在 
yOz 坐 标 面 上 再 取 与 读 直 线 委 直 的 任意 直线 ,比如 y 一 2z5 一 0 为 y” 
畦 , 在 70s 坐标 面 上 作 有 平面 直角 侍 标 变换 
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一生 了 二 2 一 号 
2¥ 5 | 
2 一 了 一 全 
V5 


于 是 方程 4 +22 一 3 一 0 可 以 化 为 2T 5Y'=0, 或 y'=0, 

相应 地 ,二 次 曲面 za-+4y+2s 一 3=0 的 方程 经 过 空 他 直角 
坐标 变换 

vw' 二 Ww， 
:4 +22 一 3 
2 5 

1 2 

V5 2 


了 


总 


就 可 以 简化 成 
TT2Y y=0. 

注 对 于 这 类 方程 的 化 简 ， 一般 可 以 直接 写 出 空间 直角 级 标 
变换 公式 和 二 次 曲面 的 简化 方程 。 平 面 上 的 光标 变换 完全 可 以 略 
去 不 写 . 

例 4 化 简 二 次 曲面 

4 二 2 ys--2Y4 二 32 一 1 一 0 


的 方程 
解法 一 ”特征 方程 
1 0 D 
0 站 一 下 =0, 
0 工 0 一 久 


特征 根 为 4= 一 1,1,1, 
对 应 于 4 三 一 1 的 主 方向 由 方程 组 


[2¥=0, - 
工 十 了 一 0， 
|y 二 多 二 0， 
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确定 ,由 于 得 玉 : 了 :一 0:1: (一 1)， 
对 应 于 二 重 根 24=1 移 主 方 向 由 方程 组 

[0=6. 

一 工 十 到 一 0 

lr -z=0, 
确定 .满足 了 一 多 二 0 的 一 切 方向 ,也 就 是 和 方向 0:1: (一 二 笑 直 的 
一 切 方 向 都 蚌 对 应 于 4 二 1 的 主 方向 ,在 其 中 和 任 取 一 个 方向 0:1:1， 
又 因为 {0,1, 一 1}x {0,1,1} 二 2{1,0,0}), 于 是 0:1:( 一 1),0:1:1， 
1:0:0 避 是 三 个 两 两 锥 直 的 非 奇 主 方向 ,分 别 伐 人 径 面 方程 
Xri2ytrat{—F+2Z)=0, 

每 到 三 个 两 两 垂直 的 主 径 面 ¥ 一 2+2 二 0,y 十 3 二 9,5 二 0, 依次 作 
新 坐标 系 的 yy 0 和 8 和 ,20'r' ,vO'y' 坐 标 面 , 那么 坐标 变换 公式 为 


i 
Le 


7 是 


， yD ? 


代入 原 方 程 ,得 曲面 的 简化 方程 为 
TI y= 1, (1) 
这 是 旋转 双 叶 双 曲 面 . 
解法 二 ”这 方程 中 的 变数 乘积 项 只 有 一 项 即 ya 项 ， 我 们 知 
道 对 于 平面 上 二 次 曲线 2 yz 一 2Y 二 23 一 1 一 通过 平面 上 的 转轴 


了 和 


就 可 以 请 去 乘积 项 , 设 旋转 角 为 9， 


代入 二 次 曲线 方程 
4 9Y8 一 2Y+223 一 工 一 0D， 
得 yy 一 32 22—1=:0, 
相应 地 ,二 次 曲面 
T+2y2—2Yy+22-1=0 
通过 空间 直角 坐标 变换 


就 可 使 方程 简化 成 
Ty 
如 TF Ya l=0, 
再 作 空间 的 移 轴 
[*=*， 


yy", 
| T 2 ， 
就 得 到 二 次 曲面 的 简化 方程 


Ty 
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(2) 


2) 和 (1) 的 形式 并 不 完全 相同 ,但 是 只 要 再 作 一 次 空间 直角 
坐标 变换 


那么 (2) 就 化 成 


这 就 是 方程 (1) 的 形式 了 ， 


五 、 目 我 则 验 题 


1， 填空 题 

(1) 以 三 个 两 区 相互 重 直 的 平面 2z 一 ”二 22 二 3 一 0， 
2 +2 Y 一 2 十 3 二 0 与 x 一 2 y 一 22 二 0 分别 作为 新 绕 标 杀 的 
YO， 2 OT 与 #0'y' 坐标 男 ， 那 么 空间 直角 坐标 变 挤 公 式 为 


(2) 二 次 有 曲面 

2 yD Yr 一 十 和 2 十 YY 一 3 2 一 二 人 
的 特征 方程 是 :特征 根 古 _ , 非 奇 主 方向 是 ， 
奇 硬 基 , 主 径 面 方程 是 


(3) 双 前 抛物 面 扩 + 竹 =2 zfa 却 殷 的 特征 方程 是 ， 


特征 很 是 , 非 吞 主 方向 是 
疝 同 起 ， 

(4) 二 次 曲面 8 一 y2 十 222 十 2 冤 十 4Yy 二 42 一 5 一 0 的 标准 方 
程 是 ,坐标 变换 公式 是 ;x+397 十 多 十 3Y 一 28 
二 0 的 标准 方程 是 ,坐标 变化 公式 是 - 
的 标准 方程 是 ,坐标 变 措 公式 是 


, 主 径 次 是 


TY-—z—0 


二 losin 


2， 证 明 平 和 干 直 线 ”，，_， 的 所 有 直线 和 二 次 曲面 
区 一 中 十 和 一 人 

3 rz? 十 2 一 2 8y 一 Y5 一 5 一 1=0 都 有 两 个 挛 点 ,并 求 与 已 知 直 线 平 
行 的 弦 的 中 点 胃 迹 . 

3. 证 明 ， 如 果 一 次 曲面 只 有 两 个 非 零 特征 根 ,那么 总 可 以 适 
当选 取 坐 标 系 ,使 方程 简化 为 

A oy 2 doz t+ Gn=0, Gnd, 

的 形式 ， 

4 化 简 三 次 则 面 

8 区 2 十 5 YT+522 人 td Ty 十 4 T2288 yz+9TT1i8 Y=0 

的 方程 .。 

5。. 化 简 二 次 曲面 

和 于 一 一 2 一 一 

的 方程 
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au 一 


自我 测验 题解 答 


1. 填空 冶 
{1) 关于 * 轴 的 对 称 点 为 (一 1, 一 2)， 关于 y 畏 的 对 欧 点 为 (1,2), 关 于 
原点 的 对 称 点 的 坐标 为 (1 ,一 2), 关 于 直 绕 fz 一 y=0 的 对 称 为 (2, 一 1)， 


(2) 关于 极 轴 的 对 称 点 是 (3, 一 子 二 2 kr) 或 | 一 3, 一 于 十 (2 二 ID | ， 


关于 极点 的 对 称 点 是 | 3, 志 +(2& 十 1)s | 焉 {一 3, 了 +2 kr), 关 于 过 极点 且 
过 让 于 极 轴 的 直线 前 对 称 点 是 | 3, 一 六 十 (2 十 1)7 | 或 (一 3, 一 于 二 2&5) 。 
(3) 顶点 C 的 化 标 为 (3,2), 4 如 边 上 的 中 线 长 为 他 V5 


2 9 
(4) 双 曲 线 方程 为 对 一 扰 一 1 


(5)》 当 4< 天 时 表示 的 圈 ,当下 <4<o 时 表示 双 曲 线 , 椭圆 与 双 晤 线 公 
共 焦 点 为 ( 土 J/ 末 一 本 ,0 )。 


(6) 相交 条 御 是 全 交角 平行 条 件 是 全 = 重合 条 件 是 


有 4 B, 人 


一 = 一 一 “一 二 二 一 一 


"1 Bs Ce 


(7) 4 与 1: 的 夹 角 是 了 或 下 < ,过 瑟 与 二 的 交点 且 与 忆 王 直 的 直 二 
是 5z 一 54 十 I 一 0, 原 点 到 了 多 距离 旦 -二 ， 到 九 的 拒 高 是 -7 


(8) 曲线 pisin 2 ww = 6 的 直 币 坐标 方程 为 4y 一 3 而 Kx 十 六 一 22 的 
极 些 标 方程 为 p 一 cos 闸 ， 
2. 证 各 矩 形 4BOD 的 一 对 邻 边 4B 与 AD 所 在 的 直线 分 别 为 EE 
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轴 与 y 轴 , 并 置业 形 千 第 工 得 限 ( 侠 1 )。 
设 了 的 坐标 为 (x,y),148B| 一 4，|4DD1=5， 那 么 矩形 下 顶点 前 坐标 
依次 为 4(0,0), Ba0 Csb DO,5)》， 从 而 有 
已 再 于 天 个 一 和 多 (ra) (yb), 
PBIAPD=tr—ay ty i+w +(y—b), 
所 以 PA:+PO=PB+PD:, 
3, 解 设 两 定点 也 ,与 P. 间 的 肥 离 为 26, 取 线段 PP; 之 中 点 为 坐标 
店 点 ， 了 ,, PP 所 在 的 直线 为 z 轴 ; 建立 直角 坐标 系 ( 图 2) 那么 王 : 与 也 :的 
坐标 分 别 为 (一 &, 0) 与 (a, 四 ,再 设 动 点 为 对 (x,Y), 按 题 意 有 


Prxy) 
om 


困 了 图 2 

IPAM| _ 

TE = (A 0 
而 PM te 

IPNI=Y (say +y’:, 
所 以 有 

te te 

Vv (Cra) ty “7? 
化 篇 整理 得 


人 一 大 和 于 2 atl+h rt Cl— RY ko =0, 
当天 一 工时 , 坟 程 化 为 “二 0 加 迹 为 一 条 直线 ， 


当 大夫 工时 , 方程 化 为 2 十 二 ty 二 9 二 人 或 
oatl+ Ek:) :dRa’ 
(e+ 1 一 Fi Rr ) + | {1 — ky ” 


本 了 三重 本 


就 迹 基 一 个 中 心 在 (一 Qh 9e, 0 ) 学 征 是 这 的 贺 . 


4. 解 三 角形 4BC 的 重心 为 Gtx,Y), 顶点 4 的 绎 标 为 (4oyo); 那 


么 有 
4 一 3 二 3) 二 二 Zr 
y= yo 
可 

具 醒 有 

10 一 入 芋 9 二 在 昌 { 1 
因为 点 dyoyyo 在 直线 7 一 5 一 35 一 0 上 ,所 以 有 

7 2 一 5 yo 一 35 一 0， 【2》 


将 人 7 代入 12) 得 重心 的 轨迹 方程 为 
21 zz 一 1I5y 一 35 一 人。 
这 是 一 条 平行 子 已 知 直 线 7Y 一 54--35= 一 0 的 直线 ， 
5, 证 将 方 竹 人 3 真一 1 二 一 (下 十 3 一 上 一 11 一 改写 为 
RE 站 二 -一 平一 1 一 (二 3 一共 站 
这 是 一 个 以 两 直线 
di 2 Fy—1=0 与 i wr—11=0 
的 交点 为 中 心 的 直线 束 方程 ,所 玉 不 论 R 为 何 值 ， 由 方 恕 所 璃 定 的 直线 总 
通过 两 直线 五 与 及 的 实 点 (2,3). 
6， 如 图 3 所 示 , 建立 极 坐 标 和 水， 那么 两 已 知 贺 的 方程 可 写 为 
P=24005P (3) 


p= 20 sing. (4) 
设 4B 的 中 点 型 的 坐标 为 \p,¥), 44 与 B 和 的 谷 标 分 别 为 《p119) 与 
(ps 及); 那么 因 光 4 与 刘 分 别 在 加 (3) 与 (4 上 ;斯 以 有 


Pi=24¢0s Pp 5) 

与 ;一 可 Si 到。 《6 
及 汝 为 时 为 4B 的 中 点 ;所 以 妈 有 
p+p: 

PT 3 SF (7) 


= 1 


出 (5)、(6)、(7) 三 式 得 
P=atsing tecosgp), 
即 p=V 2asin (T+p } 


这 就 是 4B 中 点 型 的 执 迹 的 极 誉 标 方 程 ,把 它 化 为 直角 澡 标 方程 为 ， 
着 2 十 4 一 站 [二 十 Y) 一 站 


了 (cy = 人， 
. 所 以 Wf 的 轨迹 是 一 天 ,区 心 是 (和 ,和 )， 半 全 等 了 126 ， 


7, 解 (1) 当 实时 方程 可 写 为 
二 省 
当 <0 时 ,方程 可 号 为 
光一 一 首 
所 以 方程 的 图 形 是 第 三 象限 角 平 分 线 与 第 II 象限 角 平 分 线 。 如 图 4 所 示 。 
(2) 当 9 一 工时 ,1 一 cosp 一 2 六 一 1 曲线 与 极 轴 的 反 向 延长 线 交 于 点 
(i, ), 
当 一 属 臣 2Teosmp-3?1，1 一 CO58 一 站， 从 而 p 一 二 53, 所 以 曲 绥 可 向 
者 无 限 什 展 ， 
方程 中 当 P 用 gg 干 2 x 代 过 得 
pT tony 


* 156 ». 


-~ 2 
1 —comp 


方程 不 变 , 而 (pp) 与 (pp } 民 表 
同一 点 , 所 以 @ 只 要 在 (0,2 x] 内 取 值 、 
当 {p,p) 庙 足 方 程 时 ,(p, 一 wp) 也 满 
是 方程 ， 所 以 曲线 关于 极 轴 对 称 ， 这 样 
y 只 要 在 (0,r] 内 取 值 ， 再 四 对 称 性 移出 
整个 曲线 {图 5). 
列表 作 图 图 5 


p 


1. 填空 题 
汪 二 2 二 : 
D) (— cot + 0) 
CD 二 3 十 全 
. T= cosd | 
2) 1° { —x 
(2) 由 一 看 十 了 Sir 站 (一 = 一 
2 {0 (nn) 
外 一 Sin 
省 一 总 Se 人 
3? 一 下 所 时; 和 于 十 于 
t=2 pt 
4 人 (tm) 
下 一 由 DE 
《37 1” wy 一 一 一 4 二 人， 2? 2x—y+1=0, 


3° VatvV y=V a 4 cytdmy—8a=0. 
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(4) (4 一 zy 中心 在 (wy )， 尘 径 为 上 的 圆 ; 二 
= ,通过 虚 (zuyyo) 伍 率 为 tg8 的 直线 ， 


git (—oo<i + 


【一 br) 


3 一 可 (of) 


2. 解 ” 设 吾 的 些 标 为 (x+,y), 自 B 遍 + 轴 作 惟 线 了 有 L; 交 +# 轴 于 点 ,于 
基 


t=OM=O0-+F0N 
= MB. 


. 设 8 是 以 肝 线 C4 为 始 边 ,射线 Cx 的 反 向 延长 线 沪 终 边 所 成 的 第 ( 医 2-5)， 
取 日 为 参数 ， 那 么 


人 人 一 他 CDs 站， 
RE A 
CHM=a cos €)=asin®, 


一 | 了 了 和 
MB=a sin 3 0 j= acost, 


所 以 巨 点 轨迹 的 参数 方程 为 
人 d+asin 8, (DI, 
二 人 9， 
加 人 {0 
二 让 COS9， 


请 去 套数 各， 得 轨迹 的 兰 道 方程 为 
Ty a0. 
3。 证 取 撤 知 厂 的 峡 数 方程 为 
5 


i T=2 Pt, 

\ v=9 pt, 
设 PP,(2 Pp,2 p41 二 1,2,3, 相 为 抛物 线 下 的 任意 四 个 不 同 的 点 , 从 而 有 及 
ti j=,2,3,4,ij), 因 涛 四边 形 PPPP, 下边 的 封 率 分 别 为 


1 - | 
Ren Te Rem rh 
1 
kept Rap = Tt" 


如 时 四 过 形 户 ,P,P,P, 为 平行 四 这 形 ,那么 有 
Rp rs— Rp F, Rr, pa— Rpps 


即 1 1 1 1 


TF t,t tts 一 t) 十 ” 
外 此 解 得 ft tf:—i,. 


这 与 题 设 了 矛 盾 , 所 以 四 过 有 形 PP.P :本 
4。 设 机 贺 的 欠 数 方程 为 

jf x= cos 日 ， 

~ v5 sing, 
那 必 虚心、 口 的 华 标 分 别 药 

(Caoosd ,baind), {qcosg, —pbsing). 

而 所 ', 4 的 塔 标 分 别 为 (一 &, 们 ,5,0 图 #8)。 所 上 碎 两 直线 dd 与 4D 的 方 
程 分 别 为 


次 十 下 Y 与 多 一 至 _ 了 
atcosg ti) Bsing C0 —1} — bsing ” 


省 blr+alsind—aycosd=ay 与 d(x~alsind + oycosd—= ogy, 
由 这 两 式 解 得 


on 站 
Si 站 = Cosp rE 


利用 公式 sin 上 ecos2 一 1 消去 参数 9， 得 点 了 前 轨迹 方 多 为 


gq:y* a 
Bix + Zz 一 jy 
二 yD 
即 1， 


所 以 点 王 的 轨迹 为 一 条 到 曲线 。 
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图 6 图 7 


5. 和 解 ” 如 图 7 , 取 BC 所 在 直线 为 f 轴 ;上 吾 4 所 在 直 贱 为 了 辆 ,建立 直角 
些 标 系 . 


设 O(a;0), 400,6), 仿 


BE_ AF_, 
BA AD ~: 
村 是 担 E(t0， 0 ,和 Ke， za3。， 所 以 责 直 线 CB 与 BF 的 方 和 分别 为 
sy » 
AToA 1l 3 YT oa” 
和 由 上 两 式 销 去 参数 4 并 化 简 得 
(= 一人) 名 
a Tp 1. 
| 


显然 , 当 双 与 媳 重 合 时 , 严 与 4 重合 ,这 时 的 已 点 即 为 原 虑 140;0), 当 加 与 
种 重合 时 , 奋 与 九重 会 ,这 时 如 再 与 五 而 的 交点 卫 基 为 征 形 的 两 对 角 线 的 交点 


(全 ,到 2 , 因此 轨 述 上 的 点 了 的 举 标 {x,y) 必 须 满足 0<z 志 全 ， 0<y<， 


于 是 所 求 的 轨迹 方程 为 
(#3) 
2 _ a 5b 
人 i nC 
和 


它 的 图 形 为 权 加 的 于 绝 ( 图 7)。 


第 三 章 


1， 填 空 古 
{1》 点 的 新 坐标 为 (一 2, 一 2),({1, 一 3), 曲 线 的 新 方程 为 x "一 y 十 3 二 03 
3 
(2) 站 二 7 一 一 一 -一 了 Slys 
吉 的 上 坐标 为 《一 -7 二 ，(5,1)， 井 线 的 新 方程 为 
攻 —¥'" =12 


(3) 在 移 轴 下 , 二 次 曲线 方程 的 系数 的 变 独 规律 为 二 次 项 系数 不 
变 , 一 次 项 条 烤 分 别 变 流 2 #1 二 20C0 ,#6 十 ay 十 加， 203 一 2 人 3 十 在 sy 
二 7 常数 顶 灾 为 Bas 一 而 ftoyyt)， 


ii 话 转 角 a 潢 足 ctg24= 富 一 +， 


2 ia 


(4) 三 个 不 变量 汉 [一 2, 了 一 0, 了 一 一 16,; 一 个 尘 不 变 莉 为 下 ,一 16, 特 
征 方 程 为 47 一 2 二 ,特征 根 为 4 二 0,2, 二 2， 

(535) 中心 为 [2,1), 中 心 直 线 为 475 一 2*# 十 3 二 0; 

(6) 当 一 4 了 <a < 之 V3 为 椭 闻 型 曲线 ， 当 a 之 一 dV 2 杷 ed 了 3 
时 为 台 曲 型 曲线 , 当 a 二 土 4L 3 时 为 手 物 型 曲线 。 

{7)》 当 rw 二 4， 二 一 和 肝 雯 两 平行 直线 ， 

2. 和 解 ” 将 原 浪 程 对 # 进 行 舍 项 并 配 汪 变形 涛 

2{y+3) :+5(r—i}=0, 


T= 十 ]， 
作 移 轴 人 
y= 3 
得 新 方程 为 | 
2y” 十 5 3 一 0 
ia 了 
或 3 二 一 人 和 。 


所 以 抛物 线 在 新 坐标 系 下 的 焦点 坐标 为 ( 一 全 ;0 准 线 方程 为 s' 一 了 .利用 


移 灿 公式 化 为 原 笃 标 系 下 的 焦点 坐 标 为 《一 子 , 一 3): 谁 线 方程 为 ”一 二 。 


、 4 一 
3 证 法 一 - “» L413 -| [= 


一 各 9 
4 一 上 10 
了 一 一 各 9 一 15 二, 
15 一 15 —1l 


一 一 468 关 0 。 
Ki= -| + + | 


曲线 的 简化 方程 为 13y”++ 一 全 一 0， 
;= 468 
El ¥ re 
因此 曲线 为 两 信行 直线。 它们 之 间 的 中 高 为 
A468 __12 ,ya 
本 一 2 e913 —— V13. 
证 法 二 ”将 愿 方程 改写 为 
{2 x—3 y+1i0t2 1—3y)—11—0, 
《2 ry—3yT1i){2 1—34—1)=0. 


因 吡 原 方程 表示 两 条 平行 直线 ， 
2 基 一 3Yy 十 1 一 0， 
与 2 -3 一 1， 


国 为 两 平行 的 直 鳃 间 的 距离 等 于 在 其 中 任 一 直 经 上任 取 一 点 到 另 一 直 乒 的 
虐 离 , 为 此 在 直线 2 一 3y 一 1 一 0 上 任 取 一 点 ( 方 ,0)， 它 到 直线 2 8 一 3 
十 11=f0 前 距离 为 
_ |2x 寺 一 3xo+1l 
rs Vis 1 
所 以 两 平行 直线 问 的 蝶 岩 为 -9-V13、 


证 法 三 ”利用 坐标 变换 把 为 程 化 为 简化 方程 。 热 后 判别 它 为 两 平行 直 
线 ， 再 求 它们 之 间 约 距离 。 此 法 贸 给 读 洗 


OP" 


4、 解 法 一 因 汉 1 二 1+1=2， 


-| ! eos 2 eer 2 一 Sin 28, 
—cos28 1 
| 1 = ,S29 T 
1 —cos 28 1 0 [=—2 osin: 28, 
: 0 0 2a 
1 0 1 心 
-| 0 一 2 0 一 和 要: 一 44 #0, 


所 以 当 0<b< 地 时 ,sin 2 98>0, 从 而 了 >0,T4<<0, 叉 因为 JT,<<0, 所 以 当 
0<6 必 时， 方程 表示 币 回 ， 

当 8=0 总 他 时 ,sin 28=0, 从 出 了 =J, 一 0, 但 区 ,= 一 49*<0, 所 以 当 
6=0 或 地 时 ， 方 程 表示 一 对 平行 直线 ， 

解法 二 当 0<0< 二 ,上 且 6 二 寺 时 ,cos29 寺 0， 作 转轴 ,消去 方程 中 的 


交流 项 , 设 族 转角 为 a, 那么 


一 1 一 1 _ 
CIB22 一 36820 =0, 


所 以 可 取 a = 二， 从 而 得 转轴 公式 为 


代 人 原 方 程 整 理 得 
TI—eos 8) yiTeos 0) = 20. 
" cos 08=1-—2sind=? cosg—1 
上 起 化 汐 
2 "sin 2 eos 2 


BB L'sind + ycos d= 6, 


* 83 * 


里 J 
或 世 一 -一 


它 表 示 椭 加 . 
当 6 = 于 时 ,cos 2 9=0, 原 方程 化 为 

3 十 和 一 31 有) 

这 时 方程 者 孙 画 , 它 是 椭 贺 的 特例 。 
Ti— Ly =29!, 

或 (zr—y+y Sa) (xr—y—V 29}=0, 
即 y+ 20=05S wy 24=0, 
它 表 示 两 在 行 直 线 ， 当 9 二 子 时 , 原 方程 变 为 


Try 二 y= 209!, 


把 TitytV 2a=05 x+y—V 24=0, 
也 表示 两 入 平行 直线 ， 
5. 1) 证 
1 0 一 2 
.=| | = L=| oo 0 2 = 一 4 二 0。 
0 只 


-一 2 2 3A—12 
-。 不 论 记 取 何 值 方程 总 表示 拍 物 线 ， 
任 取 4=0 与 1; 得 两 对 应 的 括 物 线 方 程 为 
二 小 二 一 12= 二 闪 ， 
一 十 4 一 4 二 00， 

腾 立 解 这 两 方程 得 这 两 抛物 经 的 交点 为 (2,2), 把 这 点 的 坐标 代入 原 方 程 的 
左 端 得 i 
4 一 六 十 8 十 8A 一 12== 人 0， 
因此 (2, 2) 满足 不 方程 ,所 以 不 论 4 取 何 实数 , 原 方程 所 表示 的 抛物 线 都 过 定 

点 (2,2), 
(2) 解 ” 将 原 方 程 改写 为 
(CF—2A) 二 [yA 一 24+3)]=0, 


ss 1 和 


访 拓 物 线 的 项 点 坐标 为 {zuyyo), 那 生 
Fu= 2A, 
Yo 二 A 一 2A4 二 3。 
由 这 两 式 消去 参数 4, 得 
F212 一 和 oy 
或 (we 2):— A(y,—2), 
所 以 这 上 族 抛 物 线 顶点 的 饭 迹 方程 为 
(x—2)°=4dty—2), 


1, 二 [1 工 二 0， .曲线 为 非 中 心 曲线 ， 因此 先 转轴 消去 
1 1 


交叉 项 。 设 旋转 角 为 ,那么 


一 二 
了 = 人 0 


et 2 = I 
所 以 可 取 & = 下 ,得 转轴 公式 为 


V2 


几 = 一 一 )。 
2 


y = 一 六 (7 二 了) 


代入 原 方程 化 简 整 理 得 
2 一 4T 2 w+8V 3Y 于 4 一 0， 
即 say Dr + dV 2 y+2=0, 
~ V2 = 2y', 

再 作物 辊 

{* = 2 

pa 

得 曲线 的 标 淮 方程 为 

z= 4d) 2y*, 


这 个 方程 餐 示 一 条 揭 物 线 ， 它 的 图 形 如 图 8 所 示 。 
检验 ， 在 原 方 程 中 令 xz 一 0 ;得 (y- 寺 2)* 二 0; 从 而 y 有 二 年 根 一 2， 撕 物 线 
与 y 轴 切 于 点 (0, 一 2); ;训令 二 人 0, 得 :一 12f 十 4 二 0; 上 从 而 5 二 5 土 4V 2 , 因 
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图 名 


此 拥 物 线 与 # 轴 交 于 点 {6 十 4 2 ,0) 与 (6 一 J 2 ,0)。， 取 举 标 的 近似 慎 ， 
妇 庶 (0.3,0) 与 [11.6,0)，。 
第 四 章 


3, 1) ws 2) vs C3 x (4) x {5) Vs 
2. CY vs CD vi DD WwW x DD ox, 


3，(1) 加法 , 数 乘 ， (2) -了 (ea 二 8 二 6) (3) a-b=0,Ca,6,c)=0; (4) 


Da WA, Ba Br (5) 0; (6) 24 (7) +1, 
4. 证 ”由 于 五 ,也 分别 为 4C 与 8D 的 中 点 ,所 以 
OB =i(0A4+00), OF = 了 (0B 二 0OD)， 


从 而 UE tT OF =U0A+VOB+ OC +0D), 
一 -一 > -一 
但 QE+ OF=0 
， 一 一 对 一 > -一 人 
所 以 044+0BTOI0T+ 0D=0 


5,， 证 ” 设 蝇 为 三 角形 4BC 的 重心 ,那么 
—” 1 > -+ 
0G =5t04 + 08 + 00), 


. 一 各 ——— 一 一 一 

查 OE =0A4+0B+ De ， 
四 
从 而 06= 地 OF. 
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所 以 OG 与 OF 共 线 , 孵 0, GG, 加 三 点 共 线 ， 因 此 必 是 对 角 线 0 轨 与 平面 
BC 移交 点, 帮 归 与 型 重 合 , 即 对 是 三 角形 4BC 的 重心 ， 

6. 解 0} 由 {Bax Bo) = a ba x85) [lax Bb) 0 和 {SB,a x Bb, a} 
基 吉 旋 疝 量 诅 ， 

(2) 由 (BaaxB)=tbxa tanwb)o=—t{taxb)<0, HH 和 OI,aaxb) 
基诺 诈 向 量 香 ， 

(3) 出 (Cab,atB) = Cex Bb) .tath)= (ex dat (axB):5 dT 
{6,5,a+8} 是 共 面 向 时 组 . 

{4) 由 Ca a—B, axB)}—=[tax {tad)l :texbd)=—(eaxs)<0, 可 痢 
fewya 一 占 ,ax 8B} 是 诺 族 向 量 组 ， 

7. 由 二 Ti XT; 以 及 向 量 积 定 光 ， 可 知 {risT,f;} 是 省 族 向 量 组 ， 及 
ri 二 rss Tr 及 因为 了 二 FX 所 这 ?从 而 + 7;; + 两 两 焉 直 。 


因为 lr = lex rl ir lsinT = rr (1) 
r= Ir x r= lr rlsinF= rlln| (2) 
[rel= lrexrsl= rllrlsing = lnllr (3) 


于 是 把 (2) 估 入 (1》 即 得 !r,| =1，(3) 代 入 C1) 得 |r:1 二 1，(3) 代 人 {2) 得 
| 后 1 二 二 所 以 rr:syrs 是 单位 同 基 ， 
8. 证 由 于 as,5， c 是 两 两 恤 直 的 非 零 向 攻 ， 朴 据 混合 积 的 几何 意 尖 可 
得 
tasb,c)= 寺 |al lb| lelA0, 
从 而 a,8,e 不 共 面 ,于 是 可 设 
d=tat ybT2e, 

等 式 两 边 与 作 数 量 积 得 

ad=t(qa:a) Fy(ta'b} tasta'c) 
杜 ga:5=0, 证 一 上 :让 | 上 | 汉 0， 


所 以 sd, 


sm 站 闪 六 二 


本 * cr 
所 以 
_ad 号 * 可 ce"d 
时 二 jo Es + Lace 
第 五 章 


i. (1) (Cr Cw)2 
3 
天 二 ,了 去 F CFIC 2 
2,1),00,3,1); 【8 2 一 人 一 站 十 和 一 和 人 97 sy +a=7’ 中心 
在 原点 ,半径 为 了 的 球面 : (107} PP,. 

2, 证 和 由 AB 二 {一 2,3, 一 3}, 0D ={4, 一 6,6}, 


C4) {—48,45,— 36}; (8) —4; {6) + {~ 于， 


可知 CD= -2 AB, 
从 而 CDI AB, | OD |#| AB | 


所 惧 四 边 形 4BOD 是 一 个 梯形 ， 
3. 解 ” 设 线 眉 48 装点 的 坐标 分 别 汶 ACzx yes 五 (tayysy zx) 由 


一 一 1 一 -> 一 一 3 一 一 和 
A0=3>0B, 4D=2DB， 


.可 担 
yy, y+ vy, zg, 
2 2 2 
2 一 1 三 1 日 一 1 | 
iT 1 也 本 
TT 二 29 2 十 人 5 
ST ? 0= i+2 ? 
以 而 评 往 


rT 二 一 1， 4 一 2， 2 一 4， 
人 {ys (2 
所 以 线段 两 端点 的 坐标 分 别 为 4( 一 1;2,4), BL8, 一 4, 一 2)， 
二 ， 解 ” 先 求 : 由 
AB={1,—1;2}, AC=1{0,—2,4}, 
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可 得 三 角形 4BP 的 面积 为 
A= 汪 | AB x A0|= 主 0, 一 4, 一 2 = 5, 
所 以 


号 并 日 一 ~ 
= 5 


不 王 


了 


其 次 求 点 卫 的 点 标 , 因为 点 在 0y 轴 上 ,可 设 点 也 的 学 标 为 (9,y,0)， 


于 是 AD={—2,y—1,1}, 
共 珊 
1 -1 2 
CE) | 0 —2 ss 
Ii—2 w—i1 1 


由 F =I(AB, AC ，AD )| 可 得 
名 < 
Fk 
解 得 y 二 8 惑 y= 一 7, 所 蕊 点 必 的 仙 标 为 9,8, 们 或 (0 ,一 7;0)， 
5， 证 售 二 {fy} 于 是 有 
(asB ce) = [tax B-cellax Bl lels ais lel’, 
把 ga,8,e 的 坐标 代 人 上 式 得 


1 一 29 | 二 


伍 + 站 了 妖 
bp, bb, bs| tottoita)(tbitbhito tet+ere), 
ty Fe 


6. 解 设 动 点 为 型 (zy s)) 昌 型 在 人 z 四 上 的 射影 为 三 ， 在 x0Oy 平 面 .上 
的 射影 为 旧 ,于 是 点 己 ， 吕 的 事 标 分 别 为 PCO,0,22,9tx,y,0)。 由 央 设 条 
件 得 


| 五 下 | 一 3， 
ON -kK>0, 


把 记 贡 ,QW ,OM 的 坐标 代 人 以 上 各 式 ,我 们 得 到 
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1z| 一 3， 


后 =3， 
BD 


化 简 得 所 求 轨迹 方程 为 


1 如 :十 9 一 日 ， 

3 一 全 | | 

它 表示 一 条 空间 曲线 ,是 于 面 :二 2 上 的 一 个 园 , 这 个 圆 的 中 心 为 (0,0,2), 症 
径 等 于 3 。 


第 六 章 
1. 填空 题 
(4) z+ | I+| | =0 
.FF 多 下 页 FY i 
y 3=3E, 5 3 1 
一 荆 一 二 | 一 3 二 » 
5) 3 0 5 lb。 {yo 
| 2=5$, 
一 阅 一 上 忆 一 | 
(6) | of | 4| 14 5 《7) X=0,F=23=b=c=0 . 
¥ 2 zs Xi Ix vr 


1 
{8} arc in 2， 《一 2 一 2,071 


一 1 十 
2。 解 把 人 2 和 Av 二 yD 十 一作 ,得 
二 Wi 十 加 


CATt Bm+i0O)s+tAot BBE DYI=0, 
直线 与 平面 相交 茶 件 为 ” 十 Bm 十 如 关 0 平行 夺 件 为 ”AT Bmt+0=0， 
Aa+ B65 寺 D0; 重合 共性 为 Al 寺 Bin 于 0O=0, Ant+ B56 DD=0, 

3, 证 两 直线 分 别 过 点 并 (44，Bi61)， 开 sz,b;,c:)， 有 方向 向 苇 
#1 = {gbae)s 0:C— L956}; 由 于 
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好 :一 上 时] B,C—, Cr 


二 一 一 一 地 
CH NM: ;Ui D3) 一 蚂 2 Db, Cs 


1 nD: tl 
且 64:bii6 关 gs:bs: css 所 以 两 直线 相交 ， 
令 gal=4: 二 3, 
br bt bt bs, 
outedt=ertesy 
解 得 二 t=1, 由 此 得 两 直线 痰 点 毕 标 为 (ay 芋 gb 中 B ,ec 十 ca), 
4. 解 ” 因 为 通过 # 轴 与 点 开 忆 1 ,3,5) 的 平面 通过 原点 ， 且 有 方 榨 向量 
O36 一 49,0,1} ,所 以 平面 的 方程 为 


+ ¥ 有 
1 3 5|=0， 
0 0 1| 

如 3z 一 4 一 0 


过 点 型 。 与 已 知 平面 平行 的 平面 方程 为 
| rT 一 1)+2ty—23)+{t:—5)=0, 
所 以 所 求 直 线 为 


Tr—y=， 
3 7 二 2y++*—14d 二 0. 
于 题 也 可 用 待定 系数 法 来 解 ， 


5, 解 ” 设 原点 避 闪 于 直线 [的 对 称 点 为 肝 , 郑 么 直线 上 NH 与 1 委 直 相 
交 , 且 交点 呈 为 线段 口 村 的 中 点 , 设 点 卫 的 付 标 为 (zo,yYo,26)， 册 于 PEI， 


0P 47, 所 以 有 


EA 
4 


4 wo 十 3 Yo 一 卫 二 小 (2) 
出 (1》、(2) 解 得 
ly 二 一 2201s 
再 由 中 点 公式 (5.2-1?) 得 所 求 对 称 点 为 M(2, 一 4, 一 2). 
65， 解法 一 ”直线 天 积 1 交 于 碌 点 人 口 ， 分 别 有 方 应 向 量 v= {9,1,1}， 
v: 一 {1,0,1}。 由 于 分 角 线 卡 任 一 点 民 (z,，y ,2) 匀 两 直线 的 距离 相等 ;因此 有 


.71 


_ Ce 人 


ONMxw| TOMxo,| 


je 加 jw | “ 
所 以 Cy—2F 2 mT yt 
化 简 整 理 得 Ci 
叉 因 为 直线 ,1 的 分 钨 线 在 和 2; 决定 的 平面 上 ;这 平面 方程 为 
I YW¥ 了 瑟 
0 1 1|=0, 
11 0 1 
如 .w+y—s=0, 
所 以 所 求 分 角 线 方程 为 
(tay sy+2 2)=0, 
“下 十 YY 一 2 二 汪 ， 
即 
攻 一 闻 一 了 全， 了 十 4 十 2 5 一 必 
{ry a0 或 人 


租 法 二 ”在 直线 世上 任 本 一 点 型 01,1) 在 直线 1 上 取 酚 点 煤 ,(1,0,1) 
和 并 (一 1,0; 一 1), 那 么 [OH | 二 10NM,|= IoM, l=V 3, 


线 顷 本 ja 和 对 3, 的 中 真 分 别 为 于 (十 ， 二 ,Ia 区 一 去 ， 到 ;0 


由 平面 几何 知识 可 知 直 线 CMS ，0DHH 就 是 所 求 的 分 角 线 ,它们 的 方程 为 


7. 解 ”两 录 面 直抵 的 公 垂 线 的 方向 向 量 为 一 fd10, 一 I}x ft,1i 一 
{5, 一 2,5}, 公 疏 线 方程 为 


十 2 y 2 一 2 
1 0 —1|=0, 
号 一 上 5 
一 3 多 十 和 一 了 
1 5 i 一 站 
(| 5 一 名 5 


* 172 * 因 


即 
全 外 小 总 一 申 ， 
必 一 羡 十 本 一 个 。 
所 求 平面 通过 这 公 午 线 ， 可 设 所 求 平 面 的 方程 为 
{By 十 2) 二 A 一 2z 十 4) 二 站， 
EE 十 全 5 y 十 CI 一 站) 十 4 处 = 人 0, 
它 的 巷 向 量 为 各 = 二 和 十 4,5,1 一 A, 而 已 知 平 面 移 革 向 是 为 n, 一 {1, 一 4, 一 8}， 


由 于 两 平 闸 交角 为 本 ; 质 以 有 


to 
(A4—3) V2 
有 -中 4 一 3 上 
VA 2 
， 3 
所 所 均一 4" 
于 是 所 求 平面 方程 为 z+20 9 二 7 5 一 12 二 0 
第 七 章 


1. 《1) 母线 千 行 于 # 轴 的 椭圆 柱 面 ; 终 线 平行 于 3 轴 的 插 移 柱 面 : 奥 线 
平行 于 z 轴 和 风 双 曲 柱 面 ;} 顶 点 在 原点 的 二 次 锥 面 ;两 个 分 别 平行 于 sOy 和 x 
毕 标 苏 的 平面 ;过 点 位 ,2;2) 且 平行 于 * 轴 的 直线 ， xO# 些 标 面 上 的 双 曲 线 ， 
平行 于 x0y 坐标 面 的 衬 面 z=5 上 的 双 曲 线 . 

C2) (Cx—2) 二 +ty—1) {z+1) 6 

《3) 圆 它 (0,0,3), 半 徐 中 二 4; 

C4) 人 有 

Y=b; 
人 
《一 吕 ) 填 2 一 百 ) 二 35 一 站 一 05 

{5) zw:— yz*:=0} #0 

2, 解 ” 设 球 心 坐标 为 (9,5;0}。 由 于 球 心 到 球面 上 两 已 知 点 的 距离 相 
等 ,由 此 得 


2 二 rcs 


{tb—2)+2:=tb 4d, d=2 


* 17d" 


所 以 广 心 符 标 为 (0,3;0), 球 半 答 7 二 2， 所 求 妹 芹 方 程 为 
下 一 上 
3. 解 曲线 在 yoz 综 标 而 工 的 射 形 桩 面 的 方程 为 z=29y ,这 和 是 通过 和 轴 
的 平面 :从 曲线 方程 分 别 消去 9 和 z, 得 曲 规 在 x0s 和 xz0y 坐 标 面 上 的 射影 柱 


硬 为 ?二 -二 -一 1 和 2 十 (一 1 一 1 它们 分 别 为 母线 平行 ? 轴 的 机 罗 


柱 面 和 和 母线 平行 于 = 轴 的 贺 福 面 . 
4， 证 妃 知 区 柱 的 轴 过 头 点 台 , 关 方向 商量 如 一 全 人 ,点 (zy 2) 
在 圈 柱 面 上 的 充 要 条 件 是 点 到 到 轴 的 距离 等 于 7, 即 
Exa| 
Ed 
邵 Canay— tm) nr mm 
5. 角 为 态 便 起 见 , 先 把 已 知 准 线 方 程 经 过 同 解 变 形 化 为 
人 
二 二 22 


. 即 淮 织 沪 
32 十 外 一 二 ， 下 2 十 ya 一 引 ， 
os V3 或 (7 


根据 例 4 的 结 沦 ,以 原点 为 顶点 ,曲线 了“ “全 ”为 准 线 的 锥 而 方程 为 


Ve\ /VEYY 
( E ) 2 ) —3=0, 

用 22 1: 02 y —3s!=0, 

如 果 俯 曲线 {了 了》 /二 为 淮 线 , 可 以 得 到 同样 的 煞 而 方程, 因此 所 求 锥 面 是 


何 锥 面 22 x 十 22 Y7 一 3 2: 二 从 


第 八 章 


1. (1) 方程 x 一 2 Y 十 3 基 十 6 一 人 表示 双 叶 观 曲 面 。 方 程 守 二 29 十 
3 * 一 B= 人 表示 撒 球 面 ;方程 x 一 一 2: 二 2=0 表示 单 叶 双 曲面 ; 方程 十 
4y: 十 8 zs 二 0 表示 椭 贺 撮 物 面 ;方程 2*: 一 6 2 一 24y 一 0 表示 观 曲 搬 物 面 ， 


* re +* 


《2) 二 次 量 曾 所 -一 -将 二 -二 -一 工 被 z0y 些 标 击 雪 得 的 曲线 方程 为 


FY 
{ 4 16 ! 城 线 为 双 曲线 ; 被 z0z 坐标 面 堵 得 的 曲线 方程 为 


a 

人 全 9 ”， 堆 线 为 椭 轩 被 y0: 华 标 面 稚 得 的 赐 线 方程 为 
-一 一 1， 

{9 1 截 线 为 双 曲线 ;被 平 面 y= 3 截 得 的 曙 线 方程 为 


XT: 4 25 


{ 4 ”9 “16 , 截 线 为 精 圆 ;被 平面 z=3 截 得 的 曲线 方程 为 


2 


{ “~ 一 一 0, 截 线 为 两 和 相交 直线 ， 


4 16 


(3) 曲面 六 一 - 汪 -=2 5 关于 xz0y 坐标 面 ,zx0z 坐 标 面 以 及 z 轴 对 称 . 


总 


C4) 二 次 锥 面 +: 十 -人 ~ 一气 -=0 的 直 母 线 方 程 为 


ot- 
{ 


,( a 共 中 人 不 全 为 零 ， 
2. 证 因为 点 了 的 华 标 为 (pcosa ,pcosB ;pcosy) ,两 忆 又 在 球面 上 ,所 
以 有 
-peso poop 十 -2co l, 


2 + 时 了 
COS:A COS Cosiy 
mi T bh: 1 c= 各 
3. 解 六 为 所 妙手 9 物 面 关于 90 坚 标 面 与 302 淮 标 面 者 对称 ,所 以 基 


于 辅 伺 对称 , 设 历 求 方程 为 


[i 
中 


ay 十 Bs! 二 2 1， 


里 fF 昌 


又 因为 所 求 撼 物 面 通 过 点 (2,1,0) 与 Q(1, 二 ,一 1), 所 以 有 


(人 

1 

4+8=2. 

青 得 

于 是 所 求 方程 为 
49 二 - 2 一 2 
YY Ei 

即 I 2 
1 1a 

这 是 一 个 椭圆 掀 物 年 . 


4, 解 ”用 一 旋 平 行 了 于 x0: 苷 标 而 的 平面 y=t(t 为 套数 ) 来 规制 铺 圆 所 
驳 午 的 截 线 为 


一 pb 一 2 3 
1 
即 { “2 0s -25r), 
y=t, 


这 是 - 谈 狂 物 线 , 抽 物 线 所 在 平面 为 y = 顶点 为 (0)- 志 =)， 焦 点 参数 为 


对 称 轴 平行 于 %* 轴 ， 岂 向 与 # 轴 的 正方 疝 一 致 、 这 一 族 抛 物 线 顶 点 的 轨 
迹 的 参数 方程 为 

志 一 人 

| 


下 


pr 
ta 
| 
ty 
对 
[a 


请 去 套数 + 得 


» re 


这 是 一 条 在 yz 坐标 面 上 的 拓 物 线 。 拖 物 线 的 顶点 在 原点 ,焦点 参数 为 太 ， 
对 称 轴 为 轴 *, 亚 向 与 2 轴 的 平方 向 相同 。 
5。 解 ” 因 为 直 纹 面 s 二 xy 的 直 母 线 族 方程 是 


《全 《4 为 参数 )， (1) 
或 { ”Cp 为 参数 ) (2) 
汪 三 寺 s 
把 点 (zo yo 50) 代 人 (1) 或 (2) 得 
eg 
#0 三 几 二 x, 
误 rs == -2 一， 


Yn 
所 以 通过 曲面 上 的 点 (zyoygo 的 直 母 线 为 


成 0 总 1 


即 


To D 高 后 Yo ER 


6. 解 1” 曲面 被 三 坐标 面 截 得 的 曲线 分 别 为 


ll 
{ TE (3) 
记 一 中 

El 
{ 16 一 人 (4) 
y=0; 

yt a3 

一 -一 一 一 荆 ， 

人 5 1 (5) 
十 二 站， | 


(3 和) 为 5OY 举 标 面 上 的 双 有 曲线，(4) 为 70z 坐标 画 上 的 双 曲 线 ,t5) 为 盛 胃 迹 
“和 虚 权 区 ) . 
2” 曲面 被 平行 于 502 他 标 面 的 一 族 平 而 4= 其 上 3) 截 得 的 一 族 则 


理工 六 7 


线 为 ， 


yy] 
{ 9 4 i (6) 
下 一 了 


这 是 一 埃 糊 阿 ， 族 中 的 靖国 的 两 双 顶 点 (t， 士 3y/- 拖 -一 1,0) 与 (1 0 


f° 
+2y 1 分 别 在 双 曲 线 (3) 与 (4) 上 . 


画 出 双 则 纵 (3) 与 (4)， 以 及 椭 加 (6)( 取 t= 十 分 喜 得 所 求 方程 的 天 致 图 
形 如 图 3， 


. Py 
Mie i™ 
Lr 


i 
1. (1) yl 


:lye 
访 二 a Tar Toe?" 


(2) 导 征 方程 是 一 2 二 2 十 3%= 二 0 特征 很 是 妆 二 3, 一 1;0; 韭 帮主 方向 
是 1:( 一 2):1 与 一 120:15 奇 问 是 1:14:1， 酝 径 面 方程 是 2 出 一 和 YY 二 2 2 一 工 一 各 
贞 了 一 上 2 一 日 一 由 ， 


" 7 。 


下 0 0 
和 1 1 
C3) 特征 廊 程 是 四 -一 9 三 上 ,特征 要 是 a 国 pi 9 
0 必 A 
9, 非 商 主 方向 是 1:0:0,0:1:0; 主 径 面 是 4=0,y= 二 0} 淋 向 是 9:0:1。 
,, ,, ,, t= 一 1， 
(4) 标准 方程 是 二 -一 -年 二 -各 - 一 1 人 奈 变 换 公 并 是 jy=y 2 
8 一 3 一 1 
1 
T=% 一 末 ， 
FP ; 1 
标准 方程 是 xi 二 2 一 2 z', 坐 标 交换 公式 是 17=Y 一 到 ， 标 准 方程 是 
3 1 
襄 一 总 Ta? 
了 二 1 弟 7 1 La 
V3 V2 
sy 2 坐标 恋 挤 公式 是 y= 1 zy， 
V2 2 
2= 


0 一 站 | 一 1 
1:T:1, 取 直线 的 方向 数 开 =1, 了 二 1,Z 二 1; 那 必 
qn as: FH? qsIZ+2 0. F3 
一 下 ?二 2: 一 2 下 了 一 了 区 一 1 ， 
所 以 和 已 知 直 线 平行 的 家 弘 都 和 二 效 曲 画 有 两 个 交点 , 由 于 
T= 一 了 了 ==2， 


2. 解 已 知 直 绪 的 方向 为 :了 :2= | 中 用 1 


站 的 1 | 
晤 有 且 十 如 :as F 堵 并 ss 加 二 一 总 一 _— 3 
一 1 1 
[4 士 站: 十 E = Yt2= pa 
1 1 
[和 alt ,= 一 总 二 = 一 到 


* li9. 


斯 求 平 行 粥 中 点 轨迹 为 

工 
| 2 
即 4 4—3 yy 二 2 一 1 二. 

3. 证 二 次 曲面 有 两 个 非 零 特征 祖 ， 一 定 存 在 两 个 互补 荚 直 的 非 否 主 
方向 和 两 个 垂直 的 主 径 面 ， 以 这 两 个 主 径 面 作 为 新 坐标 系 中 的 y'O'z' 和 
= 0'z' 的 各 标 面 时 ,z* 畏 和 y" 轴 的 方 启 都 是 非 奇 主 方向 ， 另 一 特征 根 4=0 确 
定 的 冀 向 一 定 垂直 于 5' 轴 和 y' 轴 ( 见 9.2 习题 3), 所 以 z" 畏 的 方向 是 奇 向 。 
由 于 y/0'z' 和 2"077: 举 标 面 为 主 径 面 , 所 以 有 qi 天 0，ai: 天 0; 但 gi 二 ais 二 
= 好 1 一 一。 

在 新 坐标 系 里 简化 方程 为 


qT ay 2 G02 T= qt, 


£8 区 
+ ss, 
2 5 Il2 5 


3 1 
2r— sy 十 5 一 了 一 人 


5 -一 
4- 解 了 一 & 十 5 十 5 一 1 1 4 小 


E: 2 2 
T;,=|2 5 一 疏 一 0 特征 方程 为 一 站 十 184 一 814 一 0 特征 根 是 4=9,9,0。 
立 ”一 间 5 . 


对 应 于 4=9 的 主 方 向 志方 程 组 
一 站 十 2 了 十 2 =0， 

{ox sy tg 

(2 x—47_ 4142=0 
确定 ,所 以 渍 是 一 下 十 2 了 十 2 多 二 0 世 导 外 直 于 方 癌 一 1:2:2 的 一 切 方 向 都 厦 
主 方向 。 在 其 中 攻取 一 个 方向 2:2:( 一 1)， 又 由 于 { 一 1,2,2} x {2,2, 一 1} = 
一 3{2, 一 1127; 所 以 2:2:( 一 1) 与 2:( 一 1):2 是 两 个 相互 翟 下 的 非 奇 主 方 疝 ， 
共 斩 于 它们 的 上 主 径 面 是 2 十 2y 一 5 十 3 一 0，24 一 ?十 25 一 4。 再任 取 一 个 与 它 
们 都 王 相 前 平面 z 一 2 一 2 z 一 0; 把 注 世 平面 依次 作为 yO's yD 3 2 Ow 
坐标 面 ,十 是 直角 符 标 变 多 公式 为 


:ri 1 
4 二 十 全 一 本 名 十 1 
rr_ 2 1 2 
yg* Tis*s 
， 1 2 ， 2 

一 一 一 一 -中 一 -一 韦 
2 


-和 


解 出 x,y,: 得 到 


一 -~ 卫 ， 
2 ， 1 ,， 2 , 23 - 
y 3 YY 一 可 3 Ts 1} 
2 = 一 言 * 十 守 y 一 2 2 + 二 
代 人 厌 方 程 得 
十 一 2 一 1 二 人 
再 作 移 轴 
一 
jz=y (C2) 
2 一 39 一] 
就 得 到 简化 方程 
4 
这 方程 的 图 形 是 旋转 椭 罗 撕 物 面 . 
把 142) 代 人 {1), 得 到 
Eo = Ed 二 本 2 一 
_2 本 1 vr _2 
he 于 YY ”一 本 2 ， 


i 2 
FE EF Ty 3 二 1. 


这 就 是 把 原 方程 化 为 上 阁 的 简化 方程 的 沧 标 变换 公式 。 
5， 解 法 一 ”由 于 方 牧 中 的 变数 哑 积 项 具有 xy 项 ;把 坐标 系 O-xyz 绕 z 


轴 旋 转 二 ,其 坐标 变换 公式 为 


| > = —y'), 
| J 9 (3) 


方程 可 以 简化 为 
* 181* 


3 x yt 52 25- 2 
1 3 2 V2 2 
一 ” . _ In 
即 s(x ) +(y 过 5 2 一 2 一 0 


再 作 移 轴 


就 得 到 简化 方程 
3 5 = 2, 
这 是 单 叶 观 曲 面 ， 
《4) 代入 (3), 得 到 队 原 方程 到 简化 方程 的 侄 标 变换 公式 
z 一 — Ly’, : 
V2 V2 
1  ， 1 
一 + "+ 
[a 
解法 二 ”特征 方程 为 : 
2 一 局 1 0 | 
1 2 一 2 0 | 一 如 
0 0 一 5—A 
特征 要 为 A=3,1, 一 5， 
主 方向 由 方程 组 


fr ny 


(4} 


稀 定 ,把 4 二 3,1, 一 5 依次 代入 汶 程 组 ,得 到 相应 的 让 方向 为 111:0,1:( 一 1):0, 


0D:1; 凌 罗 于 这 些 卡 方 周 的 卡 答 面 为 十 ¥ 一 1 二 0,2 一 yy 十 1 二 8 三 训 。 


作 直 和 角 坐 标 冯 换 


“182 二 


V2 
f TIT—¥+1 
¥ 
v2 
呈 二 = 
解 出 ,YY;2; 得 
st Ly 
V9 VB 
1 ,1 
#1 
Vo” Va 
8 一 一 3 
我 太原 廊 程 得 简化 方程 


3 4 二 Ty 一 5 5 一 2。 


* 183. 


